
141'zt

Rechenstab-Brief

Berichte und Anregungen Ítir das Stabrechnen



Aus dem Inhalt

Seite 3, , . ' , 'Faber-Castel l -Bechenstàbe im Telekol leg des
Bayer ischen Rundfunks

Seite 5 Anwendungsbeispiele Í0r  d ie Mógl ichkei t ,  am Bechenstab
Novo-Duplex 2/83 N die 4,  Potenz direkt  abzulesen
von Dr. techn. H. Faatz, Steyr

Sei te 9 Anwendung des Faber-Castel l -Rechenstabes Duplex 2/82 N
bei Berechnungen zur Reakt ionskinet ik,  insbesondere bei
der, ,Kinet ischen Spektrometr ie" im Zusammenhang mit
der lmpulsphotolyse
von Dr,  Max Klenert ,  Hannover

Sei te 13 Der Rechenstab in der Vektorrechnung
Winkel zwischen Vektoren
von Adolf Kraemer, Miinster

Seite 16 Addit ion auf dem logarithmischen Redrenstab
von Studienrat J. J. Fqdrs, Ni irnberg

Seite 19 Subtraktion auf dem logarithmischen Rechenstab
von Studienrat J. J. Fuós, Ni irnberg

Seite 22 Grundanwendung des Funktionensdriebers 1080
nach Dr. Th. Marzani, Vi l lach

UVfiigen llinweis!

FABER-CASTELL-Rechenstábe im TELEKOLLEG
des Bayerischen RundÍunks

Ab Januar 1971 wird eine Fernsehsendung , ,Prakt ische Mathematik"
ausgestrahlt .
In den Sendungen 3 -  6 wird unser

Castell-Schul-D-Stab Nr. 52182
als Lehrgeràt verwendet.  In zwei Ansagen des TELEKOLLEGS ist  die
Anschaffung dieses Rechenstabes den Kurstei lnehrnern empfohlen
worden.
Wir verweisen auf das

STUDIENPROGRAMM des Bayerischen Fernsehens
jeden Donnerstag um 19.00 Uhr,  beginnend am 7.1.1971
und das

1. PROGRAMM (als Wiederholung) des Bayerischen
Fernsehens
jeden Samstag um 14.10 Uhr,  beginnend am 9.1.1971.

Der Scftul-D-Stab Nr. 52182 ist ein hochwertiges Schulmodell. Bei ihm
sind die 7ï -versetzten Skalen mit  dem System Rietz,  mit  einer zusátz-
l ichen zweiten Tangensskala und drei  Exponent ialskalen vereinigt.

VerantwoÍtlldre Sdtrltllellung:

Dr. Petêr Firoh,qn,.,,

tng. Harát{ eacfidiànn

Hlnwels:

ii;

Der Castell-Reóênstab-Brisf wird kostenlos an lnteressenten vorschickt.
W€itsrê Druckschriít€n kónnen angefordert werden.

Copyr ight  1971 by A. W. FABER-CASTELL, Stein bei  N0rnberg ' l
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Der Schul-D-Stab hat sich an Gymnasien, Realschulen und Berufs-
schulen auBerordent l ich bewàhrt und viele Freunde gewonnen.
Besonders auch fr l r  die Erwachsenenfortbi ldung (TELEKOLLEG) ist
er hervorragend geeignet.
Als weitergehendes Modell, welches sich im Aufbau an den Schul-
D-Stab anschl ieBt und ebenfal ls Íur die Fernsehreihe des TELEKOL-
LEGS geeignet ist ,  empÍehlen wir  unseren

::. Castell-Duplex Nr. 2182 N
Der Castel l -Duplex Nr.  2182 N ist  das Model l  Í t i r  den Ingenieur und
Techniker und fr i r  die Studenten der Ingenieurakademien, Fachober-
schulen und Technischen Universi táten.

Auf der Vorderseite trágt der Castell-Duplex ein sehr ribersichtliches
Skalenbi ld mit  den wicht igsten festen tr igonometr ischen Skalen, dem
Hauptskalenpaar C/D und dem Quadratskalenpaar AlB, einer beweg-
l ichen Sinusskala und weiteren Skalen (s.  Abbi ldung).
Auf der Rtickseite sind sechs Exponentialskalen vereinigt mit dem
modernen Skalensystem der versetzten Skalen, einer beweglichen
und festen Kubenskala und weiteren Skalen.
Zum Castell-Duplex gibt es ein aqsfiihrliches Lghrbuch von S. petry

,,stabrechnen:gtt Novo-Dup.fêii,ZlAg f{ und Duptex 2lB2 N"
,: \:, i 'm,,'Lindauer-Verlag, Mi.inche4.

Wrinschen Sie weitere Auskunfte, so schreibén',bie bitte an uns.

Anwendungsbeispiele f t i r  d ie Mógl ichkei t ,  am Rechenstab
NOVO-DUPLEX 2/83 N die 4.  Potenz direkt  abzulesen

von Dr. techn. H. Faatz, Steyr

Wie bereits im Recherrstabbrief Nr. 13 lAuïsatz von Dr. F. Heywang, Seite 3) erwàhnt,
bietet  der Novo-Duplex 2iB3 N die Mógl ichkei t ,  durch Ubergang von den W-skalen bzw.
W'-Skalen zu den Skalen A bzw. B die 4.  Potenz direkt  zu best immen und eventuel l  damit
wei terzurechnen. Dieser Vorgang wird in der Ingenieurpraxis keineswegs so sel ien be-
nót igt ,  wie es den Anschein haben mag, sondern stel l t  f i i r  den Ingenieur of t  e ine wirk-
l iche Er le ichterung und Verki i rzung mancher Rechenvorgánge dar.
lm folgenden werden hierf i i r  verschiedene Anwendungsbeispiele aus der Praxis auíge-
zeigt ,  d ie s ich gewiR noch durch weitere ergànzen lassen.

l. Fládrentrágheitsmomente

Die Bereónung des polaren (Fláchen-)  Tràghei tsmomentes eines Kreisquerschni t tes
wurde berei ts im oben zi t ier ien Aufsatz unter (2) aufgezeigt .
AuÍ pr inzipiel l  g le iche Weise kónnen selbstverstándl ich auch die sehr of t  benót ig ien
a x i  a I 'e n Trághei tsmomente verschiedener technisch wicht iger Flàchen berechnet
werden,
Nachstehend einige Beispiele:

Kreis (Radius R, Durchmesser DJ Ix:pa.Ï :o ' .&

Halbkreis ( Ix um Schwerachse paral le l  zum @) Ix:  ga.0, lO98

Quadrat (Seite a; Ix bzgl. jeder bel iebigen Schwerachse) Iy :  aa:12
regelm. Sechseck (Sei te:  Umkreisradius:  R) 11 :  f lc  .0,5413
regelm. Achteck (Umkreisradius R) 11 : pr .  0,6381

El l ipse (Halbachsen a,  b;  Achsenverhàl tn is a :b :  k\ í ,
11 um kleine Achse)

Rechteck (Sei tenverhál tn is h:b :  k\ í )
Ix um Schwerachse paral le l  b

2. Dynamisches (Massen-) Trágheitsmoment eines beliebigen Botationskórpers
Fiir  einen solchen Kórper, dessen Profi l  gemàÍ3
Abb.1 gegeben sei ,  g i l t  bekannt l ich

1\
Jx -  Z ' ; ' " . I ra 'dx;

ist  d ie Funi t ion r :  r (x)  n icht  analyt isch ge-
geben und einfach integr ierbar,  so zeichnet man
i iber x die Kurve ra,  d ie mit te ls eines gewóhn-
l ichen Planimeters ausgewertet  wird.  Die Be-
rechnung der oft zahlreichen Werte f i i r  ra ist
mit Benii tzung des Làufers al l 'ein sehr bequem
móglich. Eine náhere Erláuterung dieses Vor-
ganges erscheint  unnót ig. Abb. 1
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3, Massentràgheitsnnonnent eines aus zylindrischen Teilen zusamn'lengesetzten
Rotationskërpers

Diese AuÍgabe tr i t t  in der Ingenieurpraxis besonders háuÍ ig auf,  wei l  das Massentràg-
hei tsmoment sowohl zur Berechnung der rotator ischen Bewegungsenergie als auch zur

Die gesamte Federkonstante,  d ie s ich durch Hintereinanderschal tung ergibt ,  betràgt

I  t r ' t Í
c.es :1 

1 
- :  
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Ir-, .'-,(+)-.r. (+)'. ]Berechnung der Eigen-Drehschwingungsfrequenzen erforder l ich ist .
Fr i r  e inen Zyl inder lautet  d ie Formel í i i r  das Massentrághei ts-

moment bezi igl ich seiner Achse J :  (r4 .b) .  i -  T-
2g

(siehe Abb. 2). Flr Zyl inder aus Stahl mit y :  7,85 kp/dm3

ergeben sich daraus die Zahlenwertsgleichungen

r{(cma) .  b(cm) dt(cma) .  b (cm)
J (KP "cm'seK'J :  

813 .  10É 
:  

13 .  10.

Bei  spezi f isch le ichterem Werkstof f  s ind die Konstanten im Nenner entsprechend
dem Verhál tn is der spezi f ischen Gewichte zu vergróBern. Der Rechenvorgang ver-
láuf t  analog dem Beispiel  (2J im eingangs zi t ier ten Aufsatz.  Bei  e inem k e g e l Íórmigen
Ki i rper aus Stahl  wàre in den obigen Formeln anstel le von b die Hóhe h des Kegels
einzusetzen; die entsprechenden Konstanten im Nenner betragen in diesem Fal l
39.8 .  104 bzw. 6,37 .  106.

4. Berechnung der Reibungsverlusthiihe h, (m Fliiss,-Sáule) íiir einen Rohrstrang,
bestehend aus Rohren verschiedener Durchmesser, u? trL i

Fi i r  e in einzelnes Rohrst i ick lautet  d ie entsprechende Formel h,  :  
ZS'q

Dabei bedeutet  I  den i .  a.  f i i r  a l le Tei le gleichen, dimensionslosen Reibungsbeiwert ,
g die Erdbeschleunigung (m/sek2),  d i  bzw. Li  d ie in (m) einzusetzenden Durchmesser be-
ziehungsweise Làngen, v1,v2, . , .v;  d ie Geschwindigkei ten in den einzelnen Fohrst i icken
(m/sek).
Da zwischen den Geschwindigkei ten aus , ,Kont inui tátsgr i inden" die Beziehung v;  d;2 :

konst besteht, wird f i i r  den ganzen Rohrstrang

f , r  ges

Die Gl ieder mit  den.4.  Potenzen in den Klammern kónnen sehr bequem ausgewertet
werden. Zum Beispiel :  d1 :0,042m

d2 : 0,053 m, L2 : 6,8 m
Láufer auf W242, W2'53 unter den Làufer,  Láufer auf W2' 10; B 53 unter den Làufer,

/0,  \4r- ,
LáuÍer auf B 68, Ergebnis |  =- |  ;-  :  50,6 auf A.

5. DrehÍederkonsranre 
","J"ïït*:ln 

wete ',
Diese wird sehr of t  benót igt .  Einersei ts diè ' i r t  s ie zur Feststel lung des bei  e inem gege-
benen Torsionsmoment entstehenden Verdrehwinkels,  anderersei ts zur Berechnung der
Drehschwingungs-Eigenfrequenzen. ' i t , : " ;

Die DrehÍederkonstante eines einzelnen Wel lenst i lckes (Abb.3) betrágt

G 'Jor G 'n df
a.:

L1 32 Ll

ct  (kp.cm/rad),  G (kp/cm2)
Glei tmodul,  d;  (cm),  L;  (cm).

6

Die einzelnen Summanden der Klammer lassen sich auf nunmehr schon bekannte Weise
rehr einfach berechnen,

6. VerÍahren der graphischen Ermittlung der Biegelinie nach ,,Mohr".

lm Rahmen dieses sehr oÍ t  benót igten Veríahrens, das jedem Ingenieur bekannt ist  und
auf das natt i r l ich hier nicht  náher eingegangen werden kann, geht es unter anderem
darum, das Momentendiagramm einer meist  mehrfach abgesetzten Wel le entsprechend
den verschiedenen Trághei tsmomenten (die s ich wie die 4.  Potenzen der Durchmesser
verhal tenl)  auÍ  beispielsweise den ersten Durchmesser zu, , reduzieren".
D. ie Abb. 4 zeigl  e ine solche Wel le mit  Belastung sowie das Momentdiagramm und das

,,  reduzierte" Momentdiagramm. Die dabei  auszuÍ i ihrenden Rechenoperat ionen sind im
Prinzip die gleichen, wie die unter 5.  und gehen aus der Abbi ldung hervor.

h2

:,? + l+.(+)'?.(+)o*. ,,1

lr.3rl
Abb.2

L_
i l í  -

n2:

' (+)-
' (+)-

Mom.-Diagramm

,, reduziertes "
Mom.-Diagramm

7. Direktes Ziehen der 4. Wurzel
Auch diese Móglichkeit bietet sich beim Novo-Duplex 2lB3 N, wenn auch hierzu die
Notwendigkeit viel leicht seltener gegeben sein dt ir f te. Trotzdem wird sie doch gelegent-
l ich als angenehm empfunden.

- - - - ,

Abb. 3



Wird beispielsweise eine Wel le auf Durchbiegung dimensioniert ,  so ergibt  s ich bekannt-
l ich aus dem Belastungsmoment und den elast ischen Bedingungen das erforder l iche
axiale Trágheitsmoment Ix. Der dazu gehórige Wellendurchmesser errechnet sich dann
aus der Formel

d : lftx ;6!
Zahlenbeispiel :  Ix:  í2,5 óma
Làufer i iber A í25 ( l inke SkalenhálÍte), Bn unter LàuÍer. LáuÍer auf B 64 ( l inks),

Ergebnis auÍ W2 d"i 4,0 cm.

Hinsicht l ich der erforder l ichen Stel lung des Làuíers auf der l inken bzw. rechten Hálf te

der B-Skala vor dem Ablesen der vierten Wurzel gelten die als bekannt vorausgesetz-
ten Regeln, die beim Ziehen der Quadratwurzel zu beachten sind. Beim obigen Beispiel

ermitt le man im Kopf i iberschlàgig den Stel lenwert des Radikanden (hier Hunderter),

also l inke SkalenhàlÍte, Ob Endergebnis auf W1 oder W2 abzulesen ist,  folgt ebenÍal l 's
aus i iberschlàgiger Kopfrechnung.

Anwendung des Faber-Castell-Rechenstabes Duplex 2/82N
bei Berechnungen zur Reaktionskinet ik, insbesondere bei

der,,kinet ischen Spektrometr ie" im Zusammenhang
mit der lmpulsphotolyse

von Dr,  Max Klenert

Einleitung

Der Ver lauf  der Reakt ion zwischen zwei Stof fen A und B wird durch das DiÍ ferent ia l -
g I  e ichungssystem

da db
dt 

:  
dt  

:  -k ' .a.b,  a(0) :  a6,  b(0) :  b6

beschr ieben (a und b :  Konzentrat ionen der Stof fe A und B, k '  :  Geschwindigkei ts-
konstante der Beakt ion),  ls t  as (  be,  so bleibt  b prakt isch konstant und es l iegt  e ine
Reakt ion 1.  Ordnung vor,  is t  ao:  bo, so l iegt  e ine Reakt ion 2.  Ordnung vor.
Nun móge der Stof f  A in einem der Messung zugángl ichen Spektralbereich absorbieren,
'und es gelte das Beersche Gesetz

Er:ee' l 'a
(Ee :  dekadische Ext inkt ion des Stof fes A, ea :  molarer dekadischer Ext inkt ionskoef-
f izient des Stoffes A, I  :  K[. ivettenlánge). Bei EinÍ i ihrung der Extinkt ion Ea lautet die
Lósung des Dif ferent ia lg le ichungssystems f i i r  den Stof f  A im Fal le einer Reakt ion
1. Ordnung

ln E1 :  ]n (ee'  1 '  ao) -  k ' '  bo'  t
und im Fal le einer Reakt ion 2.  Ordnung

11k'
- - - - - - 'EAtAIa0tAI

ln Ea bzw. 1/Ea als Funkt ionen von t  stel len also im jewei l igen Fal l  e ine Gerade dar.
Ermit te l t  man nun f i l r  d ie zu untersuchende Reakt ion durch Ext inkt ionsmessung E1 ( t )
und trágt die Funkt ionen ln E6 und 1/Ea vs.  t  auf ,  so wird bei  e iner Reakt ion 1.  Ord-
nung im ersten Fal l ,  bei  e iner Reakt ion 2.  Ordnung im zweiten Fal l  e ine Gerade auÍ-
treten. Auf diese Weise wird der Reaktionstyp ermittelt .  Aus der Geradensteigung folgt
bei Kenntnis der Gról3en bs bzw. er und I die Geschwindigkeitskonstante der Reaktion k' .
Bei der praktischen DurchÍi ihrung der Messung von Ea (t) befindet sich das reagierende
System in einem Absorpt ionsspektrometer mit  e inem MeBsystem geni igend kurzer Ein-
stel lzei t  (b is zu í0- 'ó sec herab) und oszi l lographischer Registr ierung der Intensi tàt  des
Me0strahles.
Die beschriebene Art der Messung - die , ,  kinetische Spektrometrie" - Í indet vor
al lem bei der Untersuóung der Primàrprozesse bei Photolyse- und Radiolysereaktionen
Anwendung. Die im Absorpt ionsspektrometer bef indl iche Substanz wird hierbei  von
auBen durch einen Lichtbl i tz bestrahl t  oder kurzzei t ig ionis ierender Strahlung ausgesetzt ,
wodurch pr imàr kurzlebige Beakt ionsprodukte entstehen. Es handel t  s ich nun darum,
deren Beakt ionsweisen zu untersuchen.

Als Beispiel: lmpulsphotolyse einer Hydroóinonlósung
Abb. Í  zeigt ein Oszi l logramm des Intensitátsverlaufs des MeBstrahles bei der lmpuls-
photolyse einer Hydrochinonlósung. Die Bestrahlung erfolgt  kurzzei t ig zur Zei t  t  :  0.
Das entstehende p-Hydroxyphenoxyl-Radikal  verursacht bei  der MeRwel lenlánge eine



starke Absorption des Analysenlichtes, so daB dessen lntensitát von 1000/o auf nahezu
100/o abnimmt.  ln dem Ma0e, in dem durch Reakt ion die Konzentrat ion des Fadikals
ger ingerwird,  wird die Absorpt ion schwàcher und die Intensi tàt  des MeBstrahles nimmtzu.

100%

50%

34
_+ 1 [msec]

Abb, 1

Das Problem l iegt  dar in,  aus dem letzten Kurventei l  Reakt ionsart  und Geschwindigkei ts-
konstante der Reaktion des p-Hydroxyp\enoxyl-Radikals zu ermitteln.

Auswertung der Messung
Der Zusammenhang zwischen der lntensi tàt  I  des MeBstrahles und der Ext inkt ion E ist
durch die Beziehung

T
-o

E:rog I

gegeben, wobei  ls die lntensi tát  vor der Reakt ion ist  ( im Oszi l logramm mit  10@/o be-
zeichnet). Da bei der Beredrnung von E nur Intensitàtsverháltnisse auÍtreten, gentgt es,
dem Oszi l logramm die Intensi táten in Mi l l imetern oder,  wie es wei terhin geschehen

sol l ,  a ls Viel fache der Rasterweite zu entnehmen,
Zur numerischen Auswertung greif t  man verschiedene ( im al lgerf ieinen áquidistante)
Zeitpunkte heraus. Hat man E daÍi i r  berechnet, so bi ldet man ln E und Í/E.
Der Faber-Castel l -Rechenstab , ,Duplex 2/82N'1" ist  dadurch,:daB er díe Mant issenskala
auf dem Stabkórper tr:àgt und die Exponeqti i- l$kalen LL1, LL;. LL3 und deren reziproke
LLs1, LL62, LLq3 besitzt i  sgh1 gut f i i r  die-Berêèhnungen geeignet, Der i iberwiegendeTeil
der al lgemein gebràuclrt idren Bechenschiebermodelle beditzt nicht beide Vorzi ige zu-
gl .e ich,  und man muB 'daher mit  zwei verschiedenen Stàbèn. ánbei ten oder einen hohen
Rechenaufwand in Kauf nehmen.
lm folgenden sol l  die Auswertung des Oszi l logramms durchgefi ihrt werden. Al le wesent-
l ichen Werte sind in einen Tabelle zusammengestel l t .  Sie enthált in den ersten drei
Spalten verschiedene Zeitpunkte nach der Bestrahlung, die zugehórigen lntensitáten I

und die Intensitàt Io vor der Bestrahlung.

10

t (msec) E:1oS+ 1/ElnEIo

(Rasterweite :  1)

0,50

o,75

1,00

1,25

í,50

2,OO

2,25

2,50

2,75

3,00

3,25

3,50

3,75

0,72

0,87

1,08

1,22

1,41

1,58

1,69

í,83

é,,vó

2,14

2,24

2,32

2,35

2,44

5,79

0,906

o,823

0,729

0,676

0,613

0,564

0,534

0,500

0,455

0,432

0,412

0,397

0,392

o,375

-0,099
_n íoÀ

-0,316

-o,392

-0,489

-0,573

-0,628

-0,693

-O,7BB

-0,840

-0,887

-0,925
_n oa7

-o,982

1,104

1,215

1,372

Í,480

1,632

1,774

1,873

2,000

2,200

2,320

2,430

2,520

2,555

2,670

Die Berechnung der Werte IelI  geschieht in bekannten Weise in einer einzigen*) Zungen-
einstel lung durch Verwendung der Grundskala D und der Reziprokskala Cl .  Man stel l t
Cl  í  bzw. Cl  10 i iber D 5,79 ( :  16).  Auf Cl  sucht man die Werte von I  auf  und f indet
die Werte E: log Ie/ I  ohne Ablesung eines Zwischenergebnisses dar i iber auf der
Mant issenskala L (Spal te 4).
Die Werte In E und 1/E lassen sich leicht mit den Exponentialskalen LL61 bis LLs3 und
LL1 bis LL3 und den Grundskalen C und D ermit te ln.  Bei  Benutzung von C bleibt  d ie
Zunge in Grundstel lung.
Fi lr  Werte von E ( 1 sucht man E auf den Skalen LLsl bis LLs3 auf. Man l iest In E bis
auÍ einen der Faktoren -0,01 , --0,1 oder - l  auf der Grundskala C ab, Den r icht igen
Faktor f indet man im Exponenten der e-Funktion, die rechts neben der Ausgangsskala
angeschr ieben ist .  Die Werte 1/E stehen bei  derselben Láufereinstel lung auf den Skalen
LL1 bis LL3. Sol l ten Werte von E ) 1 auÍtreten, so geht man von den Skalen LLl bis
LL3 aus, hat f i i r  lnE auf den Skalen C oder D einen der Faktoren 0,01,0,1 oder 1 zu
berl icksichtigen und Í indet 1iE aul den Skalen LLel bis LLs3. Die Wente von ln E und
l iE s ind in den Spal ten 5 und 6 angegeben.
Abb.2 zeigt  d ie graphische Darstel lung der Ergebnisse. Da die Funkt ion 1/E vs,  t  e ine
Gerade darstel l t ,  l iegt eine Reaktion 2. Ordnung vor. Es l iegt der SchluÍ3 nahe, daB je-

wei ls zwei p-Hydroxyphenoxyl-Badikale miteinander reagieren, Ob dies endgi i l t ig r icht ig
ist,  kann nati i r l ich erst durch weitere Experimente - z,B, Messung bei weiteren Wel-
lenlángen -  geklàrt  werden.

*) Vom eventuel l  nótigen Durchschieben der Zunge abgesehen,

i1



f, EÀ

- 0,6

- 0,8

- 1,0
0 0,5 t,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 1,0

Zeit  t  nach Bestrahlung Imsec] +

Abb. 2

Als Steigung der Geraden ermit te l t  man 0,54 (msec-1; .  Aus der Ldsung des Dif feren-
t ia lg le ichungssystems folgt  -  wie aus der Einlei tung ersicht l ich -  im Fal le einer Reak-
t ion 2.  Ordnung fair  d ie Steigung der Wert  k ' le.1.  Es gi l t  a lso

k'
eJ:  

0,54 (msec- l ) ,

und bei  Kenntnis von e und I  kann k 'berechnet werden.
Die Unnegelmà0igkei ten in den Kurven f i i r  t  )  3 (msec) r i ihren von Stórungen bei  der
Messung her.

Fi i r  den Fal l ,  daB z.  B,  das Endprodukt der Reakt ion bei  der Me0wel lenlànge absorbiert ,
miissen statt ln E und l /E die Ausdr0d<e ln (1 - E o) und 1/ (E:- E oo) gebi ldet wer-
den (E m : Extinkt ion fÍ , i r  t  > oo). Die Anwendung des Rechenstabes ist in diesem Fall
wie vorher mógl ich,  nur daB jetzt  in der Tabel le eine weitere Spal te mit  den Werten
E-Em vorzusehen ist .

Der Bedrenstab in der Vektorredrnung:

Winkel zwischen Vektoren
von Adolf Kraemer, Milnster

Den Winkel zwisdten zwei Vektoren zu berechnen, ist eine metrisdte Grundaufgabe der
vektorgeometrie; sie wird vom skalarprodukt gelóst. Nach dessen DeÍinit ion gi l t  nàm-
l ich Í i i r  zwei Vektoren v, w, die den Winkel q einsól ie0en:

v w :  vwcosq
v, w bedeuten die Betràge der beiden Vektoren, also

Y -  1ZY'Y, w: l . /w'w.
Es folgt

Ermitt lung des Typus der Reoktion

des p - Hydroxyphenoxyl - Rodikals

lo
I

- 0,2
l{

S -0,4

y'o
o/o

,)'t-,, 
t

/o

:>i.

tt'u I

(1)
tu

2,0 :

o/o

cos e : 
f-ï.,

Bei kartesischen Koordinaten

/n \  /* ' \
" : l  

u,  l ,  Í *z I
\ u' ./ \*, ,/

(2)

,  v.w: vrw1 * v2w2 * v3w3 (3)

lassen sich die skalarprodukte le icht  ermit te ln,  so daB die winkelbest immung (2) auÍ
die Berechnung dreier Skalarprodukte,  zweier Wurzeln und zweier Quot ienten hinaus-
Iàuft ,  Man wird im ersten Schr i t t  d ie drei  Skalarprodukte v.w, v.v,  w.w nach (3) aus-
rechnen. Im zweiten schrit t  Í i ihrt  man die winkelbestimmung nach (2) mit den skalen
D (v.w),  B (v 'v,  w.w) und S oder ST (cp) aus; rechte Winkel  erkennt man nat0r l ich
vorher am Versówinden des Skalarprodukts. Der zweite Schrit t  erfordert drei Làufer-
einstel lungen.
Diese Winkelbest immung (2) ist  in Vektorráumen bel iebiger Dimension mógl ich;  (3)  ist
entsprechend abzuándern, Die Kosinusfunkt ion l iefert  den nichtor ient ier ten
Winkel 9 (v, w) :  g (w, v) eindeutig im Bereich des gestreckten Winkels. lst das
Skalarprodukt v.w negat iv,  der Winkel  q also stumpf,  so berechnet man zunáchst den
spitzen Winkel rp ,  der zum Betrag des Produkts gehórt,  und geht hernach zum Supple-
mentwinkel q :  1800-tP Í iber.

Ein Beispiel  in der Ebene sol l  den Rechensang zeisen. Sei  
"  

:  ( -3 
)  

r  - (  ;  )
Dann ist
v.w: -35

35

Va4.41: 
cos 20,40, also 9:  1800- tP :  159,60.

B 41 unter den LàuÍer
LáuÍer auf G 10
Ergebnis unter dem Làufer auf S: 20,40,
Die Ablesegenauigkeit ist in diesem zusammengedrángten Ende der s-skala nicht mehr
besonders groB. Man kónnte auf den Gedanken kommen, sie l ieBe sió durch einen

Y.Y:34, cos tp :

ur 'w :  41
Làufer auf D 35
B 34 unter den Láufer
Láufer auf C 10

j
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\ ryei teren Rechenschr i t t  mit  Hi l fe der pythagoreischen P-Skala verbessern.  L iest  man
stat t  des letzten Bechenschr i t ts auf D den Betrag der Winkel funkt ion zu cos g :0,937

ab und t ibertràgt ihn auf P, so entspr icht  ihm auf S al lerdings der Winkel  V :20,440

mit  gról3erer Ablesegenauigkei t .  Eine ebenso mógl iche Ablesung cos 9 :  0,938 Í i ihr t
jedoch auf 9 :  20,280, so daR es mit der Steigerung der Rechengenauigkeit nichts ist.

lm Gegensatz zu diesem wohlbekannten ,,StandardverÍahren" ist ein anderer Bechen-
gang zur Winkelbestimmung merkwi. irdigerweise weithin unbekannt, der zwar auÍ den
zweidimensionalen .kartesischen Vektorraum beschránkt, dort aber dem Standardver-
Íahren (2) in zweiÍacher Hinsicht  r iber legen ist .  Da die hóhere Schule wei tgehend Vektor-
geometr ie der Ebene treibt ,  e ignet s ich das Verfahren daher besonders f i i r  den Schul-
u nte rr i  cht.

ln der Ebene, die durch die kartesische Basis (er,  ez) in dieser Beihenfolge or ient ier t

ist,  geht der Vektor u :( u'  
\Orrrh Drehung um f 900 in seinen Lotvektor (, ,Quer-

\uzl
vektor")  O:(* ,  

)  ï r ,  

Durch Versleich mit  ( Í )  s ieht  man

v'w: vwcos (V-SOol :  vwsinq,

wo aber jetzt  q den or ient ier ten Winkel  cp (v,w) :  -g (w,v) bedeutet ,  der die
v-Richtung in die w-Richtung dreht und der im Spielraum des Vol lwinkels l iegen kann.
Ubrigens stel l t  das al ternierende Produkt i 'w :  -w'v die Determinante der Vekto-
ren v,  w in dieser Reihenfolge dar:

1)

v.w: det (u,  * ,  
\ :  u,  w2-v2w1 @)

\u'  
* ' , /  

'
F i i r  den nichtor ient ier ten Winkel  im Spielraum des gestreckten Winkels gi l t
daher

lu ' t l  :  ldet  (v,w) l  :  v w sin q (5)

Dies ist  gerade der FIácheninhal t  des von v,  w aufgespannten Paral le logramms.
Divisíon von (5) durch (1) f i ihrt nun sofort auf

iang: 1 " 
.* l: ] trlr -:rg_]

Y'W v1 W1 - l -  V2 W2

Diese Winkelbestimmung (6) erfordert die Berechnung eines Skalarprodukts, einer
Determinante (gleicher RechenauÍwand) und eines Quotienten. Der erste Schnitt ,  die
Berechnung der Zàhlerdeterminante und des Nennerskalaiprodukts,  macht Zweidr i t te l
des RechenauÍwands beim ersten Verfahren aus, Der zweite,"Schrit t  verlangt zwei Làufer-
einstel lungen mit  den Skalen D (v.w),  C ( t .w) und T1, T2 oder ST (q),Der Rechen-
aufwand bleibt also Unt. lein Drit tel geringeti  dai neue Verfahren ist schneller. Der Haupt-
vortei l  l iegt  jedoch in einem anderen Umstand: Stat t  auí  der Sinusskala,  l iest  man jetzt
auf der doppel t  so langen und viel  g le ichmáÍJiger getei l ten ïTangensskala ab, vor al lem
vermeidet man das rechte zusammengedràngte Ende von'S, das, wie das Beispiel zeigt,
immer zu Genauigkeitsverlust f i ihrt.

Die Tangensfunktion l ieÍert den nichtorientierten Winkel 9 eindeutig im Bereich des
gestreckten Winkels mit  Ausnahme der drei  Winkel ,  bei  denen der Záhler oder der
Nenner von (6) verschwindet. Das Skalarprodukt Null  zeigt den rechten Winkel an. lst

14

das Skalarprodukt negat iv,  so berechnet man wieder mit  seinem Betrage den zugehór i -
gen spi tzen Winkel  9 und geht dann zum Supplementwinkel  9 :  1800- tP t iber.  Die
Regel erfa0t auch die Unterscheidung der Fàl le 0o und 1800 bei  verschwindender Deter-
minante.
Das oben durchgefi ihrte Beispiel rechnet sich jetzt so:

í .w :  í3,  13
tantp :# :  t "n 20,380, also e :  159,620.

v .w : -35, 35
1) Um Verweóslungen mit dem sogleich benutzten absoluten Betrag auszusc*rl ieBen,

vermeiden wir  d ie t ib l iche Schreibweise I  v l  wl  |  .

Láufer auf D i3 
|  vzwzl

C 35 unter den Láufer
Làufer auf C Í0
Ergebnis unter dem LàuÍer auf Tr:  20,380,

Die Bechengenauigkei t  is t  mindestens sechsmal so groR wie im ersten Beispiel ,  wie
man beim Vergleich des Ío-Schrit tes auf S und T1 sieht.

(6)

I
I

I
I
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Aus BlGA-Rundschau, Heft 4/1964:

Ad d ir i o n 
" ï:.i:#,,i::,T :#::i?il.Rech 

en sta b

In al len Lehrbi ichern erfáhrt  man, daB Mult ip l ikat ion und Divis ion,  Quadr ieren und Qua-
dratwurzelziehen, dri t te Potenz und Kubikwurzelziehen, Logarithmieren und Delogarith-
mieren mógl ich s ind,,bei le ibe keine Addi t ion.  Der Rechenstab aibei tet  eben nach dem
Proport ional i tàtsprinzlp. Und gerade deswegen láBt sich auf ihm addierenl Man ver-
wandelt die Addit ionsgleichung in eine fort lauÍende Proportíon und gibt dem Rechen-
stab bewegliche Skalen f i i r  die l ineare, die quadratische und die kubische Funktion.
Die Addi t ion als einfache, l ineare Gleichung heiBt

a*b:  c
Wir wandeln um in eine fort laufende Prooort ion

a:b:c:  ?
Ein weiterer Kunstgri Í f  :  wir kt irzen durch a und erhalten

(a/a) : (b/a) : (c/a) :  1 :n :  (n *  1)
Wir erhalten Íolgerichtig

a :b :  c :  1 :  n :  (n *  1)

F0r ein Beispiel auf dem Beóenstab benutzen wir die beiden unteren Skalen, um spá-
ter bewu8t den Zehnert ibergang zu erleben. Wir geben die Addit ion mit Lósung:
Beispiel :  3*5:8

3 : 5 : 8 : 1 : n : (n * t ) : 1 : 1 ,66 : 2,66.

Veríahren auÍ dem Redrenstab:
Uber 3 auf der D-Skala setzen wir 1 derG-Skala. LáuÍer 0ber 5 auf D zeigt 1,66 auÍ C,
also n : 1,66. Nun bi lden wir (n * 1), d, i .  (1 ,66 A 1) also 2,66. Zieht man nun den
LèiuÍer auÍ 2,66 der C-Skala, so l iest man darunter auÍ der D-Skala die Summe 8 ab
(siehe Abb,1).

.  
Abb. l

Wenn der Zehneri ibergang eintr i t t ,  z. B. bei 8 + 14 : x, dann stel le man das E n d e
der C-Teilung i iber 8; Làufer í iber 14 der .D-Teilung, dari iber í ,75 auÍ der C-Teilung,
addiere 1 und f indei.u;nf ir , , fJ.S auf C daslErl iébnis 22 auf D. '

Summenbildung von;Ouàdralen: ,li -i
Dafi i r  benótigen wir dÍêi Leitern: die Grundtei lung auf D, dié-,; feste Quadrattei lung auf A
und die bewegliche 0uadrattei lung auf B. Auf dieser al lein erscheint die Proport ion
Í :  n :  (n * 1). Als wichtigstes Problem tr i t t  uns hier der Pythagoràische Lehrsatz ent-
gegen, Man beréchne also

a2+b2 -  c2
a2:b2:cz:1:n:(n*í)

Í .  Beispiel :  32 + 42 :  5z wird
32t42:52: Í :n:(nf t )
3z :42 :52 :  1 :  1,78 :2,78

Ausí i ihrung: Làufer auf D i iber 3;  1 auf B dar i iber;  Láufer auf D i iber 4;  ablesen auf
B 1,78; dazu * 1 :  2,78 auf B, Láufer dar i iber;  auf  D erscheint  Ergebnis 5,  Man er-
spart  a lso Quadrieren, Addieren und Wurzelz iehenl

Abb. 2
2. Beispiel  ( , , indisches Dreieck") :

52 + 122 : 132 wird
5z 

"122:132 
:  t  :5,76 :6,76

AusÍi ihrung: Láufer auf D i iber 5; Ende des Sdriebers dari iber; Láufer auf D nach 12;
Ablesen auf B 5,76; dazu * 1 gibt 6,76 auf B; Làufer zeigt darunter auf D das Ergeb-
nis Í  3.

Damit wàre auó der , ,Zehneri ibergang" beim Addieren von Quadraten vorgefi ihrt,
Um Kuben addieren zu kónnen, braudrt man ebenfal ls drei Tei lungen: die Grundtei lung
auf D, die Íeste Kubikteilung auf K und die beweglidre Kubikteilung auf K'. Mit den
meisten auÍ den Markt kommenden Rechenstàben kann man dieses Problem nidrt lósen.
HàuÍig ist eine feste Kubiktei lung vorhanden, aber die bewegliche fehlt .  lm Jahre 1954
brachte die Firma A. W. Faber eine Fortentwicklung des Reóenstabmodells System
Darmstadt unter der Bezeichnung ,,Castel l-Duplex 2/82" heraus, welches eine beweg-
l ióe Kubiktei lung enthált.  lm Zusammenspiel dieser Tei lungen kónnen gebrochene
Potenzen in Verbindung mit Mult ipl ikat ion und Division durdr wenige Einstel lungen von
Làufer und Schieber gelóst werden. Damit làRt sich dann auch ausÍt ihren:

a3+b3:xg

aslbs:xe:  ?

Abb. 3
1. Beispiel l  23 + 33 :  x3

28 :3s :x3 :  1 :3,375 :  (3,375 + í )
x :  3,27

Ausfi ihrung: Láufer auf D i iber 2; darunter Schieberanfang; Làufer auÍ D i iber 3; ab-
lesen auÍ K' 3,375; Làufer auf K' nach (3,375 + 1); darunter auf D Ergebnis x :  3,27.

(1)

(2)

(5)

(6)

(3)
(4)

A !  254s710 20305070100

i i  i i  i ' i
1,78 2,78

1:n:(n+1)

a3:b3:xs:1:n:(n*1)

K1 234571 234571 234571

K1

. í :
23i

n:

4i57 1
4,575
(n+1)

2 3 571 2 5 571
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Beim Castel l-Duplex ist die D-Teilung auf der Vorderseite, die feste Kubiktei lung K und
die bewegl iche Kubiktei lung K'auf der Ri icksei te des Rechenstabes, weshalb der Stab
in der Làngsachse gewendet werden muB, Die exakte Justierung des Làufers garantiert
d ie Richt igkei t  der Ergebnisse.

2.  Beispiel :  33 + 53 :  xg
33 :53 :x3 :  í  :  4,64 :(4,64 * 1)

x :  5,34

3, Beispiel:  Zehneri i$.eiganS .

83 + 1í3. . :  x8
8a : 1 13 : xs :  1 :  2,6 : (2,6 * 1)

x : 12,25 
.

Welchen praktischen Wert wírd man nun mit der Addition auÍ dem log. Rechenstab
vertolgen?

Die Addi t ion einfacher Zahlen diente hier nur zur Erklárung der Grundlagen. Man wird
kaum davon Gebrauch machen. Aber wichtig erscheint uns schon die Addit ion von Qua-
dratzahlen (besonders nicht ganzzahligerl),  da der Pythagoráische Lehrsatz ja auch in
der Technik zur Anwendung kommt, Nur einige Beispiele:  In der Elektrotechnik f i l r  d ie
Berechnung des Schein-, Wirk- und Blindwiderstandes, im Bauwesen am Kràíterechteck,
aber auch bei  Anwendung des Kosinussatzes und bei  Wurzelgleichungen mit  komplexen
Zahlen,

;

subtraktio' 
1ït ffi,'iïïi::tr'ffii;[ 

Rechenstab

Ausgehend von der l inearen Gleichung
a-rD:c

erhál t  man zur Bi ldung der Di f ferenz 
.

c-D: a
Auch hier wandeln wir  in eine fort laufende Proport ion um:

c-D 
-  

u ouruua
ccc
í_m: ( t_m) deshalb
c:b:a:1:m:(1 -m) (3)

Die Addi t ionsformel í  + n :  (n* 1) enthál t  denBuchstaben n;bei  derSubtrakt ion sol l
zur Unterscheidung m eingesetzt  werden, obwohl der, ,minuendus" l  heiBt und die
zweite Zahl der , ,subtrahendus" ist.  Der Buchstabe s muÍJ f i . i r  die Bezeichnung einer
Strecke vorbehal ten werdenl
Um den Vorgang der Subtrakt ion zu erkláren, nehmen wir  auf  dem Rechenstab die Ska-
lpn C und D, wie es in der Abbi ldung 1 gezeigt  is t .  Das Zahlenbeispiel  heiBt dort

8-5 :  3 (4)
nachFormel (3) c:b:a:  1:m:(1 -m)

8:5:3:1:0,625:0,375
Ausfi ihrung: Uber 9 auf der D-Skala setzen wir 1 der C-Skala, und zwar das Ende des
Schiebersl Stel l t  man den LáuÍer 0ber 5 auÍ D, dann erhàlt man auf C 0,625. Die Diffe-
renz (1 -0,625) làRt sich auch ablesen, wenn man die rechts stehende 7 als 0,3 l iest
und die Str iche l inks bis zum LàuÍerstr ich dazunimmt, wodurch man 0,375 als Komple-
mentárzahl  enhál t l  Das wesent l iche ist  a lso:  nur r icht ig ablesen, keinesíal ls rechnenl
Damit  er f i i l l t  der Rechenstab wieder seine Aufgabe als Rechenhi l fe.  Um eine Subtrak-
t ion mit Zehneri ibergang auszuÍl ihren, muB man den AnÍang des Schiebers i iber den
Minuenden stel len,  z.  B.

12-B :  4
12 B:4:  l :0,66:0,33

Abb. Í
Andere Aufgaben erÍordern eine zweimal ige Einstel lung des Schiebers,  z.  B,

18-15 :3

í8 :15 :3 :  1 :0,833 :0,166 (6)
AusfÍ ihrung: Rechte 1 des Sclr iebers 0ber 1B auf D; Láufer i iber 15 auf D; ablesen
unterm Làuferstr ich auf C 0,833 und Komplementárzahl 0,166. Jetzt l inke 1 des Schie-
bens i iber Í8 auf D, dann mit  dem Láufer auf C 0, í66 suchen und darunter auf D 3 ab-
lesen. Mit  der Einstel lung und gegebenenfal ls Umstel lung des Schiebers muÍJ man sich
vertraut machen.

( í )

(2)

(5)

.i 1. ,;
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In der Abbi ldung 2 wird die Subtrakt ion von Quadraten vorgeft lhr t .  Da man diesmal von
den Grundzahlen ausgeht, die Quadratzahlen jedoch in der fort laufenden Proport ion
stecken, milssen hier drei Skalen verwendet werden.

Es handel t  s ich um die Di f ferenz Abb. 2
s2 -52 : 62

Auchhiergi l t  c2:b2:az:1:m:(1 -m) (7)
in Zahlen 52 :42 :32 :  1 :  0,64 :  0,36

Ausf i ihrung: A,uf  dem Rechenstab stel le das Ende des Schiebers 1 auí C i iber 5 auf D,
LáuÍerstr ich i iben 4 auf D zeigt  0,64 auf.  B.  Ablesen der Komplementárzahl  0,36, dann
Làufer i iber 0,36 auí B, darunter auf D das Ergebnis,  d ie Grundzahl  3.

Weitere Beispiele:

Die bisher gezeigten Beispiele lassen erkennen, daB man f i i r  d ie Subtrakt ion von Grund-
zahlen eine feste und eine bewegl iche Lei ter  d ieser Zahlen braucht.  Fi i r  d ieselbe Ope-
rat ion mit Quadratzahlen sind eine feste und eine bewegliche Leitèr der Quadrate nótig,
Es ist so ganz Ieicht herauszufinden, daB man f i i r  díe Subtraktion von Kubikzahlen eben
eine feste und eine bewegliche Kubikleiter braucht. Nicht jeder Rechenstab ist damit
ausgeri istet.  Auf einer Fortentwicklung des Bechenstabmodells , ,System Darmstadt" der
Firma A. W. Faber, Stein bei Ni irnberg, mit der Bezeichnung ,,Castel l-Duplex 2182" las-
sen sich auch Kuben subtrahieren.

Da es nach F e r m a t Í l i r  keinen ganzzahligen Exponenten n]2 ganze Zahlen gibt,  die
der Gleichung xn * yn : zn gentigen, i ibennehmen wir seine Schreibweise auch f i i r  die
Subtraktion der Kuben

23-y3 :  xa

zsiys:x3:  1:m:(1 -m)

93-93: x3.  x:  ?
g3;93;x3:

1 :0,704 l  O,296

x :  6,01

Nun bef inden sich die Íeste und die bewegl iche Kubik le i ter  des,,Castel l -Duplex" auf
der Riickseite des Stabes als K und K',  Um von den Grundzahlen zu den Kubikzahlen zu
kommen, muR man also den Rechenstab um seine Làngsachse drehen, Die Just ierung
der Leitern ist mit einer auBerordentl ichen Prázision erÍolgt,  so daÍJ man bei genauem
Einstel len der Werte gute Ergebnisse bekommt. (Lupe benutzenl)

lm einzelnen geht man so vor: Láuferstr ich i iber 9 auÍ D; Ende des Schiebers decken
mit  9 auf D; LàuÍerstr ich i iber I  auf  D. WendenlAblesen auÍ K'0,704; ablesen
Komplementárzahl  0,296 auf K' ;  Làufer nach 0,296 auí K' .  Wend en I  Ablesen auÍ D
x:6.

Weitere Beispiele:

l .  53 - 4,53 = x3
1 :O,726:O,274

x : 3,2.3

l l ,  43-3.53 :  x3
1:0,67:0,33

x :  2,76

l l l .  !3- ! ,$3 :  x3
1 :0,65:0,35

x :  2,11

Unter Anwendung der for t laufenden Proport ionen Í Í i r  Addi t ion und Subtrakt ion l ieBen
sich nun auch Aggregate der Form

x: a2-b2+c2-ds. , . . .

berechnen. Man beachte, daB Í i i r  die Addit ion das dri t te Glied der Proport ion (n * 1),
f i i r  d ie Subtrakt ion aber (1 -  m) heiRt.  Bei  e in iger Ubung di i r f te die Anwendung dieser
Rechenhil fen auf dem Rechenstab keine Schwierigkeiten bereiten. Empfohlen wird diese
Methode besonders f i i r  die rasche Nachkontrol le bereits vorl iegender technischer Be-
rechnungen. Auf eine Reihe Anwendungsgebiete wurde berei ts hingewiesen.

(B)
Es gi l t

Beisp ie l

l .  422-372 :  a2
1 :0,776 :O,224

\a 
:  19,87

l l l .  152-122 :  a2
1 :0,64 :  0,36

a:9

l l .  182-162 :  a2
1 :O,79 :O,21

a : 8,24
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Grundanwendungen des Funktionenschiebers 1080
nach Dr.  Th, Marzani

lm Rechenstab-Br ief  11 (1967),  sei te í5- í9,  wurden nach kurzer Beschreibung des Ge-

ràtes (hierzu Abb.1) die Grundanwendungen zu Seite b der StreiÍenserie besprochen:

1 . Í  Elementare Flàchenverwandlung durch Scherung; L2 Aff  ine Transformat ion der

Ebene im stet igen ubergang;1.3 El l ipse als ef f ine Linie des Kreises;1.4 Ganzrat ionale

Funkt ionen und algebraische Gleichungen (hierzu Abb. 2 bis 7).

2. Grundanwendungen zu Seite a der SlreiÍenserie

ln Abb.9 erscheint  d ie Sei te a der Strei fenser ie in Grundstel lung (mit te ls des Stabes

hochgestel l t) .  Die Musterkurven a 1 bis a 4 kónnen als graphische Darstel lungen harmo-

níscher Schwingungen bzw. harmonischer Wellen aufgefaBt werden (Zeit bzw. Weg als

Argument,  Schwingungsdauer bzw. wel lenlànge als Per iode).  Dies gi l t  auch f0r die Rand-

kurven der Schablonen 2 bis 5,  d ie mit  bel iebiger, ,Phase" eingestel l t  werden kónnen

(2. B. Schablone 3 in Abb. 9 und Abb. 10) '

Abb.8 stel l t  dar,  wie aus dem Graph s1 und dem Graph s2 zweier Funkt ionen punkt-
weise der Graph s;  der Summenfunkt ion gewonnen wird.  Die DurchÍt ihrung dieser, ,Uber-
lagerung" mit  dem Stechzirke!  is t  m0hsam und im Ergebnis zumeist  unbefr iedigend.

Abb. I

Abb.9 und Abb.10 zeigen die Darstel lung dieser Uber lagerung mit te ls des Funkt ionen-
schiebens: In Abb.9 stel l t  d ie Musterkurve a 4 den Graph s1 dar.  Der Mit te lstrei fen gi l t
h ierbei  a ls y-Achse. AuÍ die x-Achse wird im Bi ld verzichtet .  Sie kann jewei ls mit te ls
des LáuÍers demonstr ier t  werden (s iehe Abb.1 im Rechenstab-Br ief  í1) .  Die Randkurve
der unten eingeschobenen Schablone 3 stel l t  den Graph s2 dar ( in Abb. 9 , ,phasenver-

schoben",  in Abb.10 r icht ig eingestel l t  mit  angedeuteter Achse x).
Wird der Stab weggenommen, so, , fá l l t "  d ie Strei fenser ie auf die Schablone (Abb. 10).
Aus der Musterkurve a 4 ergibt  s ich hierbei  mit  e inem Schlag der Graph s;  der Sum-

menfunkt ion (Uber lagerung).  Die Achse x wird hierzu mit  dem Làufer eingestel l t .
Erklárung: Die einzelnen Punkte der Musterkurve a4 ( in Grundstel lung auÍ die Achse x
bezogen) erscheinen in Abb.10 um dieselben Strecken verschoben wie die unteren
Enden der Strei fen gegeni iber der Achse T (posi t iv  -  nach oben; negat iv -  nach unten).

Damit  is t  mechanisch f i i r  a l le Punkte vol lzogen, was in Abb.8 einzeln mit  dem Siech-
zirkel  ausgeÍ i ihr t  is t ,  Man kann dies eindr ingl ich zeigen, indem man die Musterkurve a 4
in Grundstel lung (Abb, 9) auf die t ransparente Scheibe des Làufers paust,  in der End-
stel lung (Abb.10) die Achse des Làufers auf die x-Achse einstel l t  und das Gesamtbi ld
mit  der graphischen Ausf i ihrung nach Abb, 8 vergleicht ,

I
I

Abb. 8

Grundanwen-

I
I

2,1 0berlagerung zureier Funktionen

Die Uber lagerung zweier Funkt ionen
dungen der Sei te a.
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(Darstellung der Summenfunktion)

ist  das wesent l iche Pr inzip f i i r  d ie
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Abb. í0 Abb. 1 1

Abb.12 Abb.13
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2.2 Demonstrationen zur Wellenlehre und zur Akustik

Bei  den Íolgenden Grundanwendungen geht jewei ls aus dem Zusammenhang hervor,
ob die Kurven als graphische Darstel lungen von Schwingungen oder Wellen aufgefaBt
werden. In beiden Fál len ist  wesent l ich:
Das Frequenzverhàltnis zweier Schwingungen (bzw. zweier Wellen) ist gleich dem Ver-
hál tn is der Anzahl  von Per ioden ihrer Bi ldkurven, die auf dasselbe Interval l  der Zei t -
skala (bzw. der Wegskala) entfal len.  Als Vergleichsinterval l  d ient  uns das,,Bi ld interval l "
zwischen dem drit ten und dem drit t letzten Streifen (Lànge 2r f i i r  5 cm Einheitsstrecke).
lm Bi ld interval l  s ind enthal ten:
2 Per ioden: Schablone 2 und Musterkurve a4
3 Per ioden: Schablone 3
4 Per iodenl  Schablone 4
5 Per ioden: Schablone 5
6 Per ioden: Musterkurven a 1,  a 2 und a 3 (mit  verschiedenen Ampl i tuden)

2,2í Període einer Oberlagerung zweier Wellen (lnterÍerenz)

Es sol l  durch Demonstrat ion bestàt igt  werden: Die Uber lagerung zweier Wel len mit  den
Wel lenlànge ) , r  und )"2 ergibt  e ine Wel le,  deren Wel lenlànge /  das k le inste gemeinsame
Vielfache von /1 und 1,2 ist.

1. Beispiel:  Beim Musterbeispiel zu 2.1 (Abb. 10; Musterkurve a4 und Sdrablone 3) sind
zwei Wel len mit  dem Frequenzverhál tn is 2 :  3 i iber lagert  (Quint) .  Das Bi ld-
interval l  enthàl t  zwei bzw. drei  Per ioden der Tei lwel len.  a lso eine Per iode
der lnterÍerenz.

2.  Beispiel :  Dasselbe Frequenzverhàl tn is ergibt  d ie Uber lagerung der MusterkuÍven a1
bis a3 mit der Schablone 4 ( in Abb, í  im Redrenstab-BrieÍ í1 oben f i i r  a 1
und a 2 s ichtbar) .  Das Bi ld interval l  umÍal3t  dann 4 bzw, 6 Per ioden der Tei l -
wel len,  a lso zwei Per ioden der Interferenz.

2,22 Oherton und KlangÍarbe

Beim Frequenzverhàltnis í  :  n (n ganzzahlig) ist /1 durch /2 tei lbar, demnach,tr zugleich
die Wel lenlànge der Interferenz.
l .Beispiel :  In Abb.í0 ergeben die Schablone 3 und die Musterkurven al  b is a3 Uber-

lagerungon mit  dem Frequenzverhál tn is 1 :2 (Oktav;  Grundton und 1.  Ober-
ton).  Das,Bi ld interval l  umfaBt drei  Per ioden.

2.Beispiel  :  In Abb. 11 und Abb. 12 ergeben die Sóablone 2 und die Musterkurven aÍ
bis a 3 Uberlagerungen mit dem Frequenzverháltnis 1 :3 (Grundton und
2. Oberton).  Das Bi ld interval l  umfa0t zwei Per ioden,

In der Akust ik bedeutet  d ies:  Der Grundton best immt die Tonhëhe. Die Obertóne wir-
ken sich nur in der Klangfarbe aus. Die Intensi tàt  der Auswirkung in Abhàngigkei t  von
der Ampl i tude des Obertones wird durch den Vergleich der Musterkurven a 1,  a2 und
a 3 veranschaulicht.

2.23 Auswirkung der Phasenverschiebung

In Abb. 1í  und Abb. 12 ist  d ie Schablone 2 mit  verschiedener , ,Phase" eingestel l t .  Die
Kurven a I  b is a 3 zeigen, daB sich hieraus bei  den Uberlagerungen bemerkenswerte
Unterschiede ergeben. Eine Phasenverschiebung der Schablone in kleinen Schrit ten er-
gibt eine i iberraschende Fi i l le weiterer interessanter Kurvenbilder.



Schlagen wir  mehrmals zwei St immgabeln an, so t reten in einer Auízeichnung auf Ton-
band oder Schal lp lat te solche Unterschiede auf.  Dennoch hórt  das Ohr stets denselben
Klang. Folgerung: Das Sinnesorgan setzt  n icht  d ie Gesamtschwingung unmit te lbar in
EmpÍindung um, sondern zer legt  s ie zunáchst wieder in ihre Tei lschwingungen, so da0
sich die Phasen nicht  auswirken (Basi larmembran).

2,24 Stehende Welle

Die Musterkurve a4 (siehe Abb. 10) und die Schablone 2 stel len harmonisóe Wellen
gleicher Frequenz und gleicher Ampl i tude dar.  Das Bi ld interval l  umfaBt zwei Per ioden.
Die Uberlagerung engibt bei bel iebiger Phase jeweils eine harmonische Welle gleicter
Frequenz, jedoch mit wechselnder Phase und Arnpl i tude. Bei gleicher Phase summieren
sich die Ampl i tuden (Abb.11),  bei  e iner halben Per iode Phasenverschiebung heben sie
sich auf (Abb. 12).  Die schr i t tweise Verschiebung der Schablone ergibt  im al lmáhl ichen
Ubengang al le dazwischen l iegenden Fàl le.

Verschiebt man die Koordinatenscheibe des Láuíers jewei ls halb so wei t  wie die Scha-
blone, so bedeutet  d ie for t lauÍende Verschiebung -  bezogen auf das Koordinatensystem
des Làufers -  d ie Uber lagerung von fortschrei tender Wel le und Echowel le.  Die Uber-
lagerung behàl t  sodann ihre Phase bei  und ándert  s ich nur in ihrer Ampl i tude. Paust
man ihren Graph schr i t tweise auf die Koordinatenscheibe, so ergibt  s ich eine Kurven-
schar mit  Knoten und Báuchen als Darstel lung der stehenden Wel le,  des Pr inzips al ler
Saiten- und Pfeifeninstfumente.

2.25 Schwebung

ln Abb.í3 ergeben die Schablone 5 und die Musterkurven aí  b is a3 Uber lagerungen
mit  dem Frequenzverhàl tn is 5 :6.  Hierbei  t r i t t  d ie Schwebung deut l ich in Erscheinung:
Die Ampl i tude der Uber lagerung schwankt per iodisch zwischen der Summe und der
Dif ferenz der Tei lampl i tuden. Bei  a 2 (Uber lagerung mit  g le ichen Tei lampl i tuden) wird
dies durch eine transparente Auf lage mit  aufgetragener Hi i l lkurve besonders eindrucks-
vol l  dargestel l t .  Die AuÍ lage ist  bei  bel iebiger Phase der eingeschobenen Schablone ver-
wendbar,  da hierbei  d ie H0l lkurve ledigl ich phasenverschoben wird.  Es ist  wertvol l ,  d ies
mit  etappenweise verstel l ter  Phase zu demonstr ieren.

FÍ i r  d ie Uberzeugungskraf t  der in 2.2 besprochenen Demonstrat ionen am Funkt ionen-
schieber ist  wesent l ich,  daB augenfàl l ig ledigl ich zwei harmonische Schwingungen bzw.
Wel len mechanisch i iber lagert  werden. Diese Wirkung kann etwa durch Demonstrat ionen
am Oszi l lographen vert ieÍ t ,  aber nicht  ersetzt  werden,
Die Formschónhei t  der in v ie l fachen Var iat ionen herstel lbaren Uberlagerungskurven ist
zudem gewi[J geeignet,  d ie Er innerung an die Bespnechung der genannten Erscheinungen
er lebnishaÍt  zu vert iefen.

In einem der nàchsten Rechenstab-Br iefe sol l  d ie Besprechung der Grundanwendungen
zu Sei te a durch folgende Punkte ergánzt werden:

2.3 Graphische Lósung transzendenter Gleichungen.
2.4 Uber lagerung dreier Funkt ionen ( , ,Negat ivverfahren") .

Weitere Ergánzungen bleiben spáteren Bei t rágen vorbehal ten.
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