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Exponentialskalen auf dem Rechenstab
und ihre Anwendung

Dipl.-Ing. Richard Overdick

1. Allgemeine Betrachtungen

Eine Funktion der Form
y =aX

nennen wir Exponentialfunktion, hierin bedeutet a die Basis (a > 0) und x ist der Ex-
ponent oder die Hochzahl (— co < X < + o0). Auf Grund bekannter mathematischer
Beziehungen konnen wir die Potenz y = a* auch in Wurzel- oder Logarithmenschreib-
weise darstellen:

Potenzschreibweise Wourzelschreibweise Logarithmenschreibweise

y = aX a=Vy x = log, ¥

Unser Rechenstab beinhaltet mit einer einzigen Proportionseinstellung Rechenopera-
tionen wie Multiplizieren und Dividieren. SinngemdB suchen wir auch fir die Exponen-
tialfunktionen eine einzige Proportionseinstellung, die die Umkehrung von der einen in
die andere Schreibweise erméglicht.

Rechengdnge wie Multiplizieren oder Dividieren fiihren wir auf dem Rechenstab dadurch
aus, daB wir durch Logarithmieren den Rechengang auf die néchst niedrigere Rechen-
stufe zuriickfihren. Es stehen sich also auf Kérper und Zunge des Rechenstabes zwei
kongruente von 1—10 bezifferte logarithmische Grundskalen C und D gegeniiber oder
deren Variation CF/DF ,so daB nach den Grundformeln des Rechnens mit dekadischen
Logarithmen

Ig(10"-x) =n4+Ilgxwird(n=0, +1, +2....).

Die volle dekadische Logarithmenleiter besteht natiirlich aus unendlich vielen zum
Grundintervall 1 < x < 10 gehérenden kongruenten Abschnitten, deren Bezifferungen
sich nur um Potenzen von 10 unterscheiden. Das Grundintervall der Skalen C und D
ist nur ein Ausschnitt davon. Rechenoperationen wie z. B. Multiplizieren und Dividieren
werden dadurch ausgefilhrt, daB Strecken auf den Skalen C, D addiert bzw. subtrahiert
werden (s. Abb. 1). Das bedeutet also eine Proportionsdarstellung.
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SinngemdB missen wir die Exponentialfunktion y = a* durch Logarithmieren iber-
fihren in:
logy =x-loga

Diese Gleichung enthdlt aber immer noch eine Multiplikationsaufgabe, so daB eine
weitere Logarithmierung notwendig wird:

log log y = log x + log log a
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Damit gelangen wir zu der doppeltlogarithmischen Exponentialskala der Funktion
y = log log x, die wir LL nennen.

In Abb. 2 sind die Funktionen y = Ig x und y = Ig Ig x fiir dekadische Logarithmen
graphisch dargestellt.

Die unendlich lange Funktion y = Ig x |&Bt sich in kongruente Abschnitte zerlegen.
Diese Abschnitte werden durch die Knickstellen deutlich, die sich durch den Potenz-
maBstab der Abszisse ergeben. Wie bekannt ist bei der einfachlogarithmischen Skala
die 1 als Skalenanfang von Bedeutung, die an der Stelle Ig 1 = 0 angeschrieben ist. Das
Skalenende ist die Stelle Ig 10 = 1, dort ist der Numerus 10 angeschrieben. Dieser von
1 bis 10 bezifferte Bereich gilt stellvertretend fir alle anderen Potenzbereiche der Basis 10
von 101 bis 102 oder von 102 bis 103 u.s.w.

Diese Vereinfachung gibt es bei der doppeltlogarithmischen Skala nicht, deshalb muB
aus der unendlich langen Skala, die nicht in kongruente Abschnitte zerlegt werden
kann, ein praktisch brauchbares Stiick herausgeschnitten werden.

Zur Aufzeichnung der doppeltlogarithmischen Kurve in Abb. 2 ist die Ordinate der
einfachlogarithmischen Kurve mit der Beschriftung Ig x parallel nach links verschoben
und gilt als neue Ig x-Achse. Dazu rechtwinklig sind die entsprechenden Logarithmen
von Ig x aufgetragen. Die Darstellung der Funktioneny = Ig x und y = Ig Ig x in Abb.2
stellt praktisch ein Nomogramm dar. Zu jeder Zahl x kann der einfache und doppelte
Logarithmus abgelesen werden, die gestrichelte Linie gibt ein Ablesebeispie!.
Benutzen wir wieder den Kunstgriff und schreiben bei Ig Ig x den Numerus x an, so er-
halten wir die Rechenskala LL, die nach rechts schnell groBe Zahlen-erreicht und nach
links ganz langsam gegen 1 strebt. Als praktisch nutzbare LL-Skala wird bei den heu-
tigen Rechenstdben der Bereich von 1,001 bis 10° in verschiedenen Variationen ver-
wendet. 3 g :

Fir die Skala LL gibt es keinen hervorstéé ienden Bezugspu}akt, dennlglg1 = — co.
Deshalb ist die Zerlegung der langen LL-Skala an sich beliebig und im Laufe der Zeit
in verschiedenen Versionen durchgefiihrt worden. s

Wir kénnten natiirlich nach der Darstellung in Abb. 2_‘éin_yé Beziehung der doppelt-
logarithmischen Funktion zu der einfachlogarithmischen Funktion Uber die deka-
dischen Logarithmen herstellen und damit auch einen Bezugspunkt finden. Wir wollen
aber die Beziehung ganz allgemein aufstellen.
Hierfir wdhlen wir unsere allgemeine Exponentialgleichung in doppeltlogarith-
mischer Schreibweise, die wir umformen in:

log x = log log y — log log a

it

B

Wenn wir auf unserem Rechenstab fiir die

Exponentialfunktionen doppeltlogarithmi- s -
c ] x=logay
sche Skalen verwenden, ergibt sich das in p ; X
Abb. 3 wiedergegebene Stabdiagramm. LL3 i il ex
— — —logloga —={

Ordnen wir die Skala LL auf dem Kérper —_ o p—

fest an und benutzen die verschiebbare Abb. 3

Skala C als logarithmische Skala, so kann ’

der Index 1" an jede Stelle der Skala LL gebracht werden. Da die Skala LL wesentlich
ldnger als die Skala C ist, muB sie willkirlich begrenzt und zerlegt werden.

In vielen Bereichen der Naturwissenschaften und Technik werden hdufig Potenzen der
Basen 10 und e, die dekadischen und natiirlichen Logarithmen, benétigt. Die Log-
arithmen der Basis 10 liefert die Skala L, deshalb war es eine praktische Idee, die Zer-
legung der LL-Skala bei der Euler’schen Zahl

. 1\n
e= lim (1 + ?) = 2,7182818284. .. vorzunehmen.

n—o

Die LL-Skala ist also bei e und ihren 10, Po- [ log x -
tenzen getrennt und so angeordnet, daB c

diese Trennstellen iiber bzw. unter der 1" D. X =lny
der Skala D stehen (s. Abb. 4). s i gy

Daraus ergibt sich das feste Verhdltnis bzw. 299

unsere gesuchte Proportionsdarstellung: Abb. 4 HaLgs =
|
g(ogY) =|ogx,d.h.w—
log e log e
oder logy = x log e = log eX
d. h. y = e* bei Ubergang von Skala D nach LL

oder umgekehrt
x =Iny bei Ubergang von Skala LL nach D

Fir Rechenstdbe mit Exponentialskalen (ARISTO-StudioLog) ist der Bereich von 10-5
bis 105 interessant und in vier e~*-Skalen (LL00, LL01, LL02 und LL03) von 10-5 bis
0,999 und in vier eX-Skalen (LLO, LL1, LL2 und LL3) von 1,001 bis 103 unterteilt (s. Abb. 5).
Andere Rechenstibe begniigen sich mit weniger LL-Skalen (z. B. ARISTO-Scholar LL
und ARISTO-Trilog).

Abb.5 ARISTO-StudioLog 0969

Weitere LL-Skalen werden zwar mitunter gefordert, das ist jedoch eine Platzfrage,
denn wir leisten uns schon beim StudioLog den Luxus von acht Skalenléngen.

Fine Ubersicht der Skalen des ARISTO-StudioLog, ihre mathematische Kennzeichnung,
ihr Wertebereich und der dazugehérige Wertebereich zur SkalaD sind in nachfolgender
Tabelle aufgefiihrt.



Tabelle 1

Mathematisches . Wertebereich
Skala Kennzeichen Wertebereich der Skala D fir Inx
LLo €0,001x 1,001 — 1,011 0,001 — 0,01
LL1 €0,01x 1,010 — 1,11 0,00 — 041
LL2 e01x 1,10 — 3,0 01 - 1
LL3 ex 25 — 10° 1 — 10
LLoo ¢—0,001x 0,999 — 0,989 0,001 — 0,01
LLo1 e—0,01x 099 — 090 0,00 — 0,1
LLo2 e 0.1x 091 — 035 01 — 1
LLo3 e X 04 — 105 1 — 10

Die Ablesungen auf den Exponentialskalen sind immer eindeutig, d. h. der Wert 1,44
bedeutet nur 1,44 nicht aber auch 14,4 oder 144 wie bei den Grundskalen.

Die Exponentialskalen LL und LLo sind zueinander reziprok. Mit ihnen kénnen die
Kehrwerte von Zahlen < 2,5 genauer ermittelt werden als bei der Verwendung der
Skalen Cl oder CIF.

2. Potenzen der Form y = a*

Grundsdtzlich lassen sich alle Stabeinstellungen fir diese Funktion aus der Abb. 3 her-
leiten. In Einzelschritten wollen wir jedoch die Rechenméglichkeiten und Ableseregeln
fir Rechenstdbe mit Exponentialskalen aufzeigen.

2.1 Basisa > 1 (1 < x < 10), Einstellung mit der 1 (Zungenanfang) vgl. Abb. é.
Wir benuizen die Rechenstibe ARISTO-Studio und ARISTO-StudioLog. Der Rechenstab
ARISTO-Studio unterscheidet sich vom Rechenstab ARISTO-StudioLog im Hinblick auf
das Rechnen mit den Exponentialskalen dadurch, daB er drei eX-Skalen (Bereich von
1,01 bis 10%) und drei e *-Skalen (Bereich von 10-5 bis 0,99) aufweist. Die nachfolgenden
Stabeinstellungen sind daher auf beide Rechenstdbe anzuwenden.

Wir stellen den Zungenanfang (,,1%) der

Skala C Uber den Basiswert a auf der ent- . .
sprechenden LL-Skala ein und verschieben D
LL3 L“ y=a* &

o

den Léufer auf x in Skala C, so daB wir auf
derselben LL-Skala den Potenzwert y ab-

lesen kénnen (s. Abb. 6). Abb. 6
2.2 Einstellung mit der ’10” (Zungenende) vgl. Abb. 7
Bei dieser Finstellung, die ebenso hdufig
vorkommen kann, wird die 10" iber den ¢ jx ;10 x
Basiswert a auf der entsprechenden LL- e i :
Skala eingestellt und die Ablesung erfolgt s e

- e0-1x

nach dem Verschieben des Lduferstriches . .LL2
auf x in Skala C auf der htsherbeziffer'ign, y
LL-Skala (s. Abb. 7). - . TS Abb. 7

Der Einstellung Zungenanfang (Abb. 6) oder Zungenende (Abb. 7) kommt also groBe
Bedeutung hinsichtlich der Ablesung der Potenzwerte auf entsprechenden LL-Skalen
zv, die wir an einem Beispiel erldutern wollen: i
Beispiel: 1) y = 215 = 2,83 Einstellung mit der 1" in LL2

)y=22=28 Einstellung mit der 10" in LL2
Fir das Beispiel 1) stellen wir Uber den Basiswert a = 2 auf der LL2-Skala den
Zungenanfang (’1”") und lesen unter x = 1,5 der Skala C auf derselben LL2-Skala den
Potenzwert y = 2,83 ab.

4

)

Fir das Beispiel 2) kénnen wir die Einstellung nach Abb. 6 nicht mehr verwenden, weil
die Skala LL2 bei 21:6 bereits iiberschritten ist. Die Fortsetzung der Skala LL2 erhalten
wir in Skala LL3, wenn wir die Zunge durchschieben. Wir erkennen diese Zwangs-
ldufigkeit auch dann, wenn wir das Beispiel 1) mit dem Zungenende (’10”) einstellen.
Das Ergebnis (2,83) ist sowohl in Skala LL2 als auch in Skala LL3 enthalten, der Bereich
der Skala LL2 reicht némlich von 1,1 bis 3,0 und der von Skala LL3 von 2,5 bis 103. Die
Uberschneidung durch Uberteilung erméglicht diese 2-fache Ablesung.

Mitunter kommt man ebenfalls mit einer einzigen Zungeneinstellung aus, wenn man
die Skala CF benutzt, das erfordert jeweils ein Wenden des Rechenstabes. Fiir unsere
Beispiele 1) und 2) stellen wir mit Hilfe des Léuferstriches die 1" in Skala CF (durch
Wenden) ilber dem Basiswert a = 2 ein, durch Verschieben des Lduferstriches auf
X = 1,?3 und x = 3 in Skala CF lesen wir auf der entsprechenden eX-Skala die Ergeb-
nisse ab.

Hdufig kommen auch Basiswerte a < 1 vor, bei der Verwendung der Rechenstdibe
ARISTO-Studio und ARISTO-StudioLog braucht nicht umstédndlich der Kehrwert gebildet
zu werden, denn diese Rechenstidbe weisen zu den eX-Skalen auf der unteren Kérper-
leiste e*-Skalen auf der oberen Kérperleiste auf.

Das Einstellbild in Abb. 8 ist so dargestellt, daB zu einem bestimmten Potenzwert gleich
dessen Kehrwert abgelesen werden kann.

Beispiel: 4) y = 0,82 = 0,64 LLo2 08 %0 64 e-0.1x

Ablesung in LL02
LLo3 e-x
Wir stellen die ’1”" der Skala C unter 0,8 in g x2
Skala LL02 und verschieben den Lduferstrich ’;2
auf 2 der Skala C, so daB auf derselben °' x2
Skala LL02 das Ergebnis 0,64 abgelesen K x
wird. Ig x
cl 1
Haben wir es mit einem negativen Expo- ® ® X
nenten zu tun, so erfolgt die Ablesung in 5 . - x
der anderen Skalengruppe (LL3—LLO). LLs ex
Beispiel: 5) y = 0,82 = 1,562 thz ®1562 e
Ablesung in LL2 Abb. 8

Fir negative Exponenten gilt der Zusammenhang: eX = —
e

Wir brauchen also bei negativen Exponenten nicht umstdndlich den Kehrwert zu bilden,
weil der Kehrwert immer in der anderen Skalengruppe zu finden ist. Besonders iiber-
sichtlich wird das Ablesen dadurch, daB die Skalengruppe LLO—LL3 schwarz und die
Skalengruppe LL00—LLO3 rot beschriftet ist, womit gleich gewarnt wird, daB diese
Skalengruppe von rechts nach links gelesen werden muB. Bei negativen Exponenten
mi:‘ssen wir also einen Wechsel der Skalengruppe bzw. einen Farbenwechsel vor-
nehmen.

Die Abb. 9 zeigt uns schlieBlich die ent- | T 0.8 ot
sprechende Einstellung mit dem rechten ikl
Zungenende ("'10”). LLo3 ®0328 o
A 2
Beispiel: 6) L ’?
y =085 =0,328 8l @
Einstellung in LL02, leiche Farb K x
Ablesung in LL03 gieiche Farben L lg x
A Ci %
Beispiel: 7) c 5 10 x
Y= 0,85 =305 o 3.05 f .
Einstellung in LL02, lelche Farb LLS ] i °
Ablesung in LL3 SLGICiR SAFSER Abb. 9



Variiert nun das Komma bei den Exponenten um eine Stelle nach links, so muB die Ab-
lesung auf der niedriger bezifferten LL-Skala erfolgen. Variiert dagegen das Komma
bei den Exponenten um eine Stelle nach rechts, so steht das Ergebnis in der ndchst hoher
bezifferten LL-Skala (s. Abb. 10).

Beispiel:

8) 3,225 =183 Ablesung in LL3  §
9) 3,2025 = 1,338 Ablesung in LL2 LLs
10) 3,20.025 = 1,02956 Ablesung in LL1

11) 3,200025 — 1,002912 Ablesung in LLo "
12) 0,453 = 0,0034 Ablesung in LLo3 '
13) 0,593 = 0,566  Ablesung in LL02  Lto
14) 0,150.08 = 0,9447 Ablesung in LLO1

15) 0,150,003 0,99432 Ablesung in LLoo  Abb-10

Aus den Beispielen 1—15 und den entsprechenden Erléuterungen ergeben sich Ablese-
regeln, die nachfolgend zusammengefaBt sind:

Ableseregeln:

Wird die Basis mit dem Zungenanfang (’1”) eingestellt, so wird fir alle Exponenten
(1 < x < 10) rechts vom Einstellpunkt die Ablesung des Potenzwertes y auf derselben
Skala vorgenommen.

Wird die Basis mit dem Zungenende (’10”) eingestellt, so wird fiir alle Exponenten
links vom Einstellpunkt die Ablesung des Potenzwertes auf der ndchst hoher bezifferten
Nachbarskala vorgenommen.

Fir Basiswerte a > 1 finden alle Einstellungen auf der Skalengruppe LL3—LLO statt,
fir Basiswerte a < 1 finden alle Einstellungen auf der Skalengruppe LL03—LL00 statt.

Die Exponenten werden normalerweise in Skala C eingestellt, gelegentlich ist die Be-
nutzung der Skala CF giinstiger, um eine bessere Tabelleneinstellung zu erhalten.
Bei positiven Exponenten liegen Einstellung der Basis und Ablesung der Ergebnisse in
der gleichen Skalengruppe (LL3—LLO oder LL03—LL00) bei gleicher Farbe. Bei nega-
tiven Exponenten liegen Einstellung der Basis und Ergebnis in verschiedenen Skalen-
gruppen bei ungleichen Farben.

Variiert das Komma der Exponenten um eine Stelle nach links, so erfolgt analog zu der
Skalenbezeichnung am rechten Ende die Ablesung auf der niedriger bezifferten Nach-
barskala. -

Diese Regeln gelten natiirlich nur, wenn noch eine ndchsthoher oder ndchsttiefer be-
zifferte LL-Skala vorhanden ist.

2.3 Sonderfille der Form y = a*
Die Mdglichkeiten, den Exponenten und die Basis zu variieren, sind durch den Bereich
der Exponentialskalen (s. auch Tabelle 1) begrenzt.

234 y > 10°

Hier reicht das Ergebnis der Potenz iiber den Bereich der Exponentialskala hinaus. Fir
derartige Félle missen wir den Exponenten in Summanden und somit die Potenz in
Faktoren zerlegen. e ¥
Beispiel: 16) y = 3,1419 S
y = 3,146+6+7 — (3,146)2 4 3,147
y =0,962.106-3 - 103 = 2,76 - 109

232 0,999 <y < 1,001
Auch dieser Wertebereich kann auf den Exponentialskalen nicht bestimmt werden.
Fiir derartige Félle benutzen wir die Reihenentwicklung

x

ox=1% 3

2 3
X X
lna+?'-|n2u i——ﬁln3d+ s 5oy

[
\

[0

fur die als Ndherungsldsung gilt:

afX =1 + x-Ina fir [x-Ina| <1

Wir benutzen dafiir das Stabdiagramm (s. Abb. 11), indem wir die 1 der Skala C iber
die Basis a in der entsprechenden LL-Skala einstellen, dann ist auf der Skala D das Er-
gebnis fir In a abzulesen, durch Verschieben um den Betrag x auf der Skala C erhalten
wir in Skala D das Ergebnis x - In a. Durch Addition bzw. Subtraktion mit 1 erhalten
wir den gesuchten Potenzwert y = a+X,

Beispiel: 17) y = 3,20,00025

= 1 + 0,0002908 ¢ 1 x x

= 1,0002908 ° g ;‘ x
18) y = 3,2-0,00025 LLs L ex

=1 — 0,0002908 -

= 0,9997092 Abb. 11

Es ist leicht zu ersehen, daB das Ergebnis umso genauer wird, je kleiner der Expo-
nent ist.

Beispiel: 19) y = 3,20.000025 — 1 4 0,00002908 = 1,00002908

2.3.3 0,999 < a < 1,001

F'Ur den Fall, daB die Basis zwischen 0,999 und 1,001 liegt, haben wir keine LL-Skala zum
Elnste'llen zur Verfigung. Auch hier hilft eine Reihenentwicklung weiter:
Da die Basis a in der Ndhe von 1 liegt, kénnen wir auch schreiben:

a=1+n y=a*=(14+ n)X* und
eingesetzt in die obige Reihenentwicklung erhalten wir:

aXx=1+nX=14+x-In(1+n)

nZ n3
In (1+ n) + n 2t3_ .....
In(1+£ n)= +n fir|n | <1
1+ n)X =1+ nx fir | nx | <1
(1T+n)>=1Fnx fir | nx | <1

Anstelle von a = 1 + n stellen wir | n | so ein, daB die 1 der Skala C ii i
i s Abn [nl ie 1 der Skala C iber n in Skala D

Diese Einstellung ist nahezu identisch mit

der Einstellung 1 + n in einer entsprechen-

den Exponentialskala. Die Skala D wird

somit zur Fortsetzung fiir den Bereich S :. - x
< 1,001 bzw. > 0,999. Je kleiner | n | wird,
desto genaver wird die Ndherung
In(1+n)=+n.

Abb. 12

Die Potenzbildung ist jetzt eine einfache Multiplikation mit x, die wir durch Ver-
schieben des Lduferstriches auf x in Skala C vornehmen, um in Skala D das Produkt
n - x abzulesen. Dieses Zwischenergebnis muB durch Addition bzw. Subtraktion zur
bzw. von der 1 vervollstdndigt werden.

Beispiel: 20) y = 1,00023 37 = (1 + 0,00023)37 = 1,000851
21) y = 0,99977 37 = (1 — 0,00023)3.7 = 0,999149

Bei grt?Beren Exponenten kommen wir wieder in den Bereich der vorhandenen Ex-
ponentialskalen hinein.

Beispiel: 22) y = 1,00023 37 — 1,00854

Ablesung in Skala LLo
23) y = 0,99977 37 = 0,99152 - .

Ablesung in Skala LLoo



2.3.4 Potenzen der Form y = ex

Die Potenz y = eX stellt ebenfalls einen
Sonderfall der Potenz y = a* dar. Wir

haben bereits erfahren, daB die Basis e mit 8 3 x
der 1 der Skala D stdndig eingestellt ist, so 3 8e e
daB wir mit Hilfe des Ldufers die Expo- o
nenten x auf der Skala D einstellen und ol
darunter auf der entsprechenden LL-Skala e
den gesuchten Potenzwert y zur Basis e LLo 0001
ablesen konnen (s. Abb. 13). -
Beispiel: 24) y = e1:489  — 4,43 Abb. 13

25) y = e0.1489  — 1,1605

26) y = ¢0.01489 — 1,015

27) y = 0,001489 — 1,001489
Bei Potenzwerten von 0,999 < y < 1,001 hilft die Ndherung: ‘

efX =1+ x ,
Beispiel: 28) y = e0.0001489 — 1,0001489

3. Berechnung von Wurzeln

Wourzelausdriicke kénnen zum besseren Verstidndnis in Potenzen umgewandelt werden,
denn nach den Regeln des Potenzrechnens kénnen beliebige Wurzeln als Hochzahlen
mit gebrochenen Exponenten dargestellt werden.

1

x fille
SinngemdB wird der Wurzelausdruck a = Vy in Potenzschreibweise dargestellta = y*. l

Dieser Wurzelausdruck in Potenzschreibweise stellt jedoch schon einen Sonderfall dar, ]

denn der Zdhler ist gleich 1. Fir beliebige Wurzelexponenten wdhlen wir lieber die
m

n it
allgemeine Form y = ]/um, die wir ebenfalls in Potenzschreibweise darstelleny = a ™.

Auch hier fihrt das Logarithmieren zur stabgerechten Formel:
| =" loga
°gy = —-log

Hierfir benutzen wir die Proportionsschreibweise und stellen den Ausdruck

'3%-‘3 = "’S’T’ in einem Stabdiagramm (s. Abb. 14) dar. [m
Wir stellen die Basis a in der LL-Skala und g

den Nenner n in Skala C ibereinander e a 5
und verschieben den ‘Ldufer auf m in D 7 X
Skala C, so daB wir darunter auf der LL- LLs i“ ’ ex

Skala den zugehtrigen Wurzelwert y ab-

lesen kénnen. ; Abb. 14

Verglichen mit der Berechnung von Potenzen vermiﬂelt(un"s die Wurzelwertberech-
nung in eindrucksvoller Weise die aus den Potenzregeln her bekannte Umkehrung.

68 27
Beispiel: 29) y = 4,327 /4,368 = 39,4

| |
Obgleich wir fir den Rechenstab die Proportion o: S —9:-1—)' ansetzen, wollen wir

dem Verstindnis dienend die Gleichung log y =? log a, die ja im Prinzip noch

m
eine Multiplikation mit - enthdlt, nochmals logarithmieren:

m
log log y = log - + log log a

Wir erhalten schlieBlich:

log logy — log log a = log m — log n |«— togm-logn —»

Auf unserem Rechenstab stellen wir also 8 H
Differenzen auf der Log-Skala und Diffe- |, ex
renzen auf den Loglog-Skalen gegeniiber e toq togy - Togioaai—=]

(s. Abb. 15). Abb. 15

Hadufig ist bei Wurzelberechnungen m =1, d. h.:
: n 1
y=Val=a"

Fir diesen Spezialfall gilt:

loga logy
n 1

In diesem Falle erfolgt die Ablesung unter der ”’1”’ (Zungenanfang) oder 10" (Zungen-
ende) der Grundskala C (s. Abb. 16).

3
Beispiel: 30) y = V27 = 3 - 1
4

N)y=V16=2
30

32) y = V271 =1,116 Abb. 16
40
33) y = V16 =1,0718
-3
34) y = V27 = 0,334 -v
—4 LLos e-x
35) y = V16 = 0,5 A Do -
B x2
Die Beispiele mit ihren Ergebnissen filh- BI L
ren wieder zu Ableseregeln: K

1) Erfolgt die Ablesung unter dem linken L
Zungenende ('1"), so wird der Wurzel-
wert y auf derselben LL-Skala abge- . 1 3
lesen auf der die Basis a eingestellt D

e XX xm T %
x

wurde, erfolgt dagegen die Ablesung LLs 3 2

unter dem Zungenende ("'10”), so wird |, €01x
der Wurzelwert y auf der benachbarten, % -

kleiner bezifferten Exponentialskala Abb. 17

LLo—LL3 oder LL00O—LLO3 abgelesen.

2) Verschiebt sich das Komma des Exponenten n um eine Stelle nach rechts, so erfolgt

die Ablesung auf der benachbarten, kleiner bezifferten LL-Skala und umgekehrt.

~

3) Bei Wurzelexponenten n > 0 erfolgt die Einstellung und Ablesung innerhalb der-
selben Skalengruppe (gleiche Farben).

Bei Wurzelexponenten n < 0 muB man von einer zur anderen Skalengruppe
wechseln, wir miissen also einen Farbenwechsel vornehmen.



4. Logarithmen
4.1 Logarithmen beliebiger Basis

Mit Hilfe der Exponentialskalen kénnen wir beliebige Logarithmen im Skalenbereich
ermitteln; denn die Logarithmen ergeben sich bekanntlich aus der Umkehrung von
Potenzen: Aus y = a* folgt x = log, ¥

Wenn wir fir die Ermittlung der Potenzen den Potenzwert auf der LL-Skala abgelesen
haben, mijssen wir sinngemdB den umgekehrten Weg gehen, ndamlich den Exponenten
suchen (s. Abb. 18).

Wir stellen zundchst mit Hilfe des Ldufers . Sl . A
den Basiswert a in der entsprechenden LL-  LLos 4y e-x
Skala ein und schieben den Zungenanfang A x2
(’1”) oder das Zungenende ("10”") dariiber; B ’;2
sodann verschieben wir den Lé&uferstrich B! x
auf den Numerus y der LL-Skala und lesen K x
dariber in Skala C den Logarithmus ab. Ig x
Fir die Kommastellung gibt die bekannte ol 1
Beziehung log, a =1 einen Hinweis. Stellen Oectoaey o
wir den Zungenanfang ("’1”’) Gber die Ba- =2y X
sis a, dann sind die Logarithmen rechts vom e
Wert a gréBer als1 und links davon kleiner -
als1. Abb. 18
Beispiel: 36) x = log, 16 =2 Einstellung mit der 1" in LL3
und Ablesung in C iiber LL3
37) x =log; 3,6 =0,925 Einstellung mit der "10” in LL3
und Ablesung in C iber LL3
38) x = log, 1,02 = 0,02857 Einstellung mit der 10’ in LL2
und Ablesung in C Gber LL1
39) x = log, 4 =2 Einstellung mit der 10" in LL2
und Ablesung in C Uber LL3
40) x = log, 0,25 = — 2 Einstellung mit der 710" in LL2

und Ablesung in C unter LL03

Wie die Beispiele zeigen, lassen sich hinsichtlich der Kommastellung und des Vorzei-
chens beim Logarithmus bestimmte Ableseregeln aufstellen.

1) Jeder Ubergang zur benachbarten LL-Skala in der Reihenfolge LL3, LL2, LL1 und
LLo oder auch LL03, LL02, LL0O1 und LL00 bewirkt fiir den Logarithmus eine Ver-
schiebung des Kommas um eine Stelle nach links, in der umgekehrten Reihenfolge
der Skalen dagegen eine Verschiebung des Kommas um je eine Stelle nach rechts.

2) Die Logarithmen sind positiv, wenn der Numerus und die Basis auf gleichfarbigen
LL-Skalen eingestellt werden. Die Logarithmen werden dagegen negativ, wenn
der Numerus und die Basis auf ungleichfarbigen LL-Skalen eingestellt werden.

4.2 Sonderfille
4.2.1 Dekadische Logarithmen

Hicrfiir stellen wir die ”12”. oder die 10" der Skala C iber die Basis 10 in der LL3-Skala
ein, so daB zu jedem in den entsprechenden LL-Skalen eingestellten Numerus der de-
kadische Logarithmus.in Skala C abgelesen werden kann (s. Abb. 19).

Beispiel: 41) x=1g2  =0,301 5 : %ﬁmm X
42) x =1g50 =1,699 LL3 1o er
43) x=1g05 = — 0,301 i %2 i
4h) x =Ig 1,14 = 0,0569 i
Abb. 19

10

Die Logarithmen von Zahlen < 1 sind negativ und Logarithmen von negativen Zahlen
existieren nicht.

4.2.2 Natiirliche Logarithmen

Die natiirlichen Logarithmen werden einfach durch den Ubergang von den Exponen-
tialskalen zur Grundskala D gefunden (s. Abb. 20), weil die Basis stdndig eingestellt ist.

Beispiel: 45) x =1Ine =1 T

46) x =1In 4,5 =1,504 ¢ _% X
47) x =1n 0,622 = — 0,475 T
48) x =1n 0,05 = — 2,994

Abb. 20

5. Zusammenfassung

Wenn wir nicht stindig mit den Exponentialskalen umzugehen haben, gehen die aufge-
stellten Regeln bald verloren und eine Rechenstabanleitung ist auch nicht immer gleich
zur Hand. Wenn aber der Zusammenhang zwischen Logarithmen und Potenzen sowie
zwischen Potenzen und Wurzeln uns immer vor Augen ist, so kénnen wir uns sehrschnell
in die gestellten Aufgaben hineinfinden. Auf Grund der logarithmischen Gesetze lassen
sich mit einer einzigen Zungeneinstellung Potenzen, Wurzeln oder Logarithmen ab-
lesen:

x A
y=a% a=Vy =y%, x=log ,y

Die Einprdgung erfolgt am besten mit einer leicht zu behaltenden Einstellung dadurch,
daB die Basis a mit der 1 der Skala C eingestellt wird (s. Abb. 21).

Beispiel: 49) y = 102 =100 e 1 A .
- — - 10 100 x_
a=V100 = 10 LLs e

x = logyy 100 = 2 Abb, 21

Fragen der optimalen Behdlterdimensionierung
mit dem Rechenstab.

Dipl-Ing. Gerhard Kdahler

1. Grundlegende Betrachtungen
Unter bestimmten gegebenen Randbedingungen kann ein zylindrischer Behdlter so
dimensioniert werden, daB bei gegebenem Behdltervolumen V die Oberfldche O ein
Minimum wird. Unter einer Optimallosung soll diejenige Losung verstanden werden,
bei der eine bestimmte ZielgréBe, z. B. die Oberfldche, das Gewicht oder der Werk-
stoffeinsatz des Behdlters ein Minimum wird. Fir die gegebene Randbedingung einer
Uber der gesamten Oberfldche O konstanten Behédlterwandstdrke s kann das Minimum
von O durch Aufstellen einer einfachen Differentialgleichung iiber O = f (D, h) ge-
funden werden, wenn D = Durchmesser und h = Hdhe des Behélters bedeuten
(s. Abb. 1, vereinfachte Darstellung).

i
2
O=£ﬂ+D'ﬂ‘h, o sm |
% !
2 ' i
\'
mifV=En'hbzw.h= 4 |
4 7 D2 | g
i
: D2 4V .
erdo—Tn-l-B'. Abb. 1

11




s AT . do 4V
Die Differentiation liefert: D =" D— Dz
dO dz
Die Oberfldche wird ein Minimum, wenn D= 0 und — 02 > 0ist.
D—4V_0 liefert D —3 adid
JT - — F lerer opt = T
d,0 8-V

apz " D3
d, 0
Wegen V und D > 0 ist im vorliegenden Falle D7 > 0.

Fir den praktischen Behdlterbau stellt der Innendruck p;j an die Behdlteroberfldche
bestimmte Festigkeitsanforderungen, d. h. er erzeugt an jeder Stelle der Behdlterober-
fldche eine bestimmte Spannung o. Solange die durch den Druck p; erzeugte Spannung
Uber die gesamte Behdlteroberfldche hinweg konstant ist, kann auch die Wandstédrke s
der Behdlterwandung konstant sein.

Eine praktisch optimale Lésung liegt vor, wenn das Gewicht G des Behdlters ein Mini-
mum wird, denn danach richten sich die Materialkosten. Fir eine konstante Wand-
stdrke s und das spezifische Gewicht yg des Behdlterwerkstoffes wird G = yg -s - O.
Das Behdltergewicht wird dann optimal, wenn fiir die Errechnung der Oberfldche Dopt
und hopt eingesetzt werden.

2. Optimallésungen fiir den praktischen Behdlterbau

Fir drei Fdlle des praktischen Behdlterbaues soll untersucht werden, ob eine Optimal-
16sung zu realisieren wdre, und von welcher Form diese ist.

2.1 Allseits geschlossener liegender oder stehender Behdlter fir Gase und Démpfe
(s. Abb. 1).

2.2 Stehender Flussigkeitsbehdlter, der nur
durch ein Ringfundament unterstijtzt ist
(s. Abb. 2), der Behdlterboden soll als fest
eingespannte Platte im Sinne der Festig-
keitslehre betrachtet werden.

2.3 Stehender Flussigkeitsbehdlter, bei dem
der gesamte Behdlterboden z. B. durch ein Ringfundament
Betonfundament unterstitzt ist (s. Abb. 3). Abb. 2 -

Fir alle Behdlter soll angenommen
werden: :

Behdltervolumen - V. = 1000 m3.

Innendruck \ p. =in kp/ecm?

Spezifisches Gewicht des %
Behadlterwerkstoffes yg =178 plecm® Fundamentplatte aus Beton
Zuldssige Spannung  ozyl = 1000 kp/cm? Abb.:3

Fir 2.2 und 2.3 soll der Behdlterdeckel unberiicksichtigt bleiben, da er festigkeitsmdBig
nicht beansprucht wird; als spezifisches Gewicht fir die Behdlterflissigkeit wird
e = 1,0 p/ecm® angenommen.
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Zu 2.4 Der Ansatz fiir eine Ermittlung optimaler Daten fir D und h lautet:
G =f (D, h, sm, Sa)

Fir sm und sq gelten die gemdB der Festigkeitslehre blichen Formeln:

Sm = D-pi
& 2 ozl Ozul
Pi *
= — = 0,75
. V Ozul ¢

Damit errechnet sich G zu:

D2 :
G =D-m- hespm 7,34_—”5&&

o 2 X PE Ry T pi @ . D3
Ozul 4 Ozul
B
B

A

G = A + -D3

Die Differentiation liefert:

gg = 3- B - D2, ein Minimum liegt vor, wenn diese Ableitung Null wird. Damit wird
Dopt = 0.
Uber D = ]/A—V erhalten wir:
w-h
G2V P8 gy, Vw.h_a/z
Ozul 7T * Ozul
G = A + B - h—3/2
dG 3
& _2.g.p52
dh 2 B

1
Damit wird hopt = i co.
Geschlossene Gas- und Dampfbehdlter sind in dem hier betrachteten Sinne nicht opti-
mal dimensionierbar. Es kann vielmehr nur angestrebt werden, den Behdlter mit még-
lichst geringem Durchmesser und mit mdglichst groBer Hohe zu bauen.

Zu 2.2 vu. 2.3 Bei Flissigkeitsbehdltern
nimmt der Druck p; = y¢ - h nach unten li-
near zu, so daB eine maximale Werkstoff-
ausnutzung nurdannerreichtwird, wenn die
Wandstdrke des Mantels ebenfalls nach un-
ten linear zunimmt. Zwar ist ein Behdlter- <
mantel mit stetig linear zunehmender Blech-
stirke aus fertigungstechnischen Griinden
nur schwer zu erreichen, er kann aber aus
mehreren Schiissen zusammengesetzt sein, P
deren Stdrke nach unten ,,treppenférmig*

zunimmt (s. Abb. 4). Abb. 4

|

SM

—_———————.l

Smax

Sa
— N




I——‘—'—_———T———_——'————*

gerechnet.

s
In einem solchen Falle wird mit der mittleren Wanddicke sy = ——x

Um eine Ubersicht Gber die Auswirkungen der verschiedenen Optimierungsansdtze
geben zu konnen, werden fir die vorgegebenen gleichen Behdlterdaten 3 Fdlle unter-
sucht:

2.2.1 Behdlterdurchmesser ist so zu bestimmen, daB die Oberfldche von Boden plus
Mantel ein Mlmmum wird und die Dicke s der Behdlterwandung iber der Behdlterhéhe
konstant ist.

2.2.2 Behdlterdurchmesser ist so zu bestimmen, daB unter Beriicksichtigung des nach
unten linear zunehmenden Flussigkeitsdruckes das Gewicht der Behdlterwandung ein
Minimum wird.

2.3 Wie 2.2.2, jedoch wird der Behélterboden iber seine gesamte Fldche hinweg durch
eine Fundamentplatte unterstitzt (s. Abb. 3), sa = 0,8 cm gegeben.

Zu 221
D2 . . D2 4.V
O=T':'z+D~n-hIleferfmltV_-—[‘--yr-hbzw.h—ﬂ.D2
D2 4.V
o= It

. 8-V
Uber Differentiation und Nullsetzung erhalten wir:  Dopt = e

M
Die im Ingenieurgebrauch iiblichen Rechenstéibe ARISTO-Studio und ARISTO-StudioLog
erméglichen ein schnelles und sicheres Ausrechnen von Dopt und hopt mit den vorgege-
benen Werten. Dies soll ergdnzend mit einigen Beispielen gezeigt werden.

8.
Mit den vorgegebenen Werten ergibt sich fir Dopt = V :ZOOO
Wir benutzen hierfir das Stabdiagramm ‘
nach Abb. 5. Uber die 8 in Skala D stellen A ) - 2
wir den Wert 7 in Skala C, verschieben B X

den L&ufer auf 1 in Skala C und lesen g 1
darunter in Skala D den Zwischenwert 2545 x

ab. Damit gehen wir sogleich in Skala K K 455 *
und lesen mit Hilfe des Lduferstriches L lg x
darunter in Skala C das Ergebnis fir ci 1
Dopt = 13,66 m ab. c 1 ©)13.66 nx
D ?2545 8000 X
v .
h°p1=—2finden wir iber das Ein- Abb.5
OTP'.H G :
stell- und Ableseschema nach Abb. 6. ez ;q : 10 x2
4 : B 1000 ©6.83 x2
Wir stellen mit Hilfe des kurzen Ldufer-. g sk ol iF
striches Dopt = 13,66 in Skala D ein und’ K % 11s X
finden mit Hilfe des langen Lduferstriches 3 *
D L 1
die Flache q = < 7t in Skala A, darunter i lg *
X
schieben wir das Volumen V =1000 in & lms x
Skala B und lesen unter ,,10‘ oder ,,100* S : s
der Skala A die Hohe hopt = 6,83 m in Abb.6

Skala B ab.
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sm und sq errechnen wir mit den vorgegebenen Werten und den errechneten Werten
Dopt und hopt Uber die einschldgigen Formeln:

o P D _VE hopt * DoP’ 1,0 -10-3 683 - 683

™7 200 2 o701 1000

Wir haben lediglich eine Quadratbildung vorzunehmen, wir stellen in Skala D den
Wert 683 ein und lesen in Skala A fiir die Wanddicke s; = 0,466 cm ab.

hont 1,010-3-683- 0,75 -
= VP' ?= ]/”—”up = 683 V—————-—— —6,831683- 0,75

Ozul Ozul 103
Wir multiplizieren zundchst den Wurzel- -
ausdruck im Skalenpaar A/B, indem wir A r 683 x2
unter 6,83 in Skala A die 10 oder 100 in B 075 e
Skala B einstellen. Durch Verschieben des Bl X2
Ldufers auf 0,75 in Skala B erhalten «k x3
wir darunter in Skala D die Loésung der o'
Wourzel. Indem wir nun die 10 in Skala C 1
dariiber einstellen und den Ldufer auf den g' s . x
Wert 683 in Skala C verschieben, lesen wir 550 = H
darunter in Skala D das Ergebnis fir ‘ P §
sa = 15,50 cm ab (s. Abb. 7). Abb. 7
Damit kénnen wir nun das Gewicht des Behdlters berechnen:

D2
G = (D-n-h-sm+Tﬂ-sq)yB
(1366 683 - 0466+%n 155)78 10-6 = 186 Mp
a : b

Den Ausdruck a erhalten wir Gber die mehrfache Multiplikation, der Ausdruck b da-
gegen kann durch das Benutzen der Ldufermarken fiir die Kreisflichenberechnung
schnell errechnet werden (s. Abb. 6).

Zu 222
2
Wir setzen fir die optimale Gewichtsermittlungan: G = [D ~-h-sm+ DT ST Sq] VB

erhalten wir nach

: __smax _¥f-h-D _ yF'h'Dz'qJ _
Mit sm = =f—_— sa_]/ﬁ'—om und h—ﬂ'D2

& T e
dhnlichen Formelentwickl D 2 V Vo2 - yli2
annlichen rormelentwicklungen t = e

9 op T I VI T

Setzen wir die gegebenen Zahlenwerte ein, so erhalten wir:

(1000 - 106)3/2 (107-3)1/2_ ' ZV 102 . 101/2 _,. 1024 = 1025
73/2.10001/2 . 0,751/2 732.0.751/2 715 . 0,750.5

Dopf =

Dieser vereinfachte Ausdruck wird nun vorteilhaft mit den Exponentialskalen be-
rechnet.

Zundchst errechnen wir die Potenzausdriicke 1025, 715 und 0,750.5, Fiir den Wert
1025 wollen wir die Rechnung beschreiben (s. Abb. 8). 73/2 lieBe sich sehr elegant auch
durch Verwendung der Skalen A/B und K mit einer Ldufereinstellung berechnen.
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Uber der 10 in Skala LL3 stellen wir die ,,1* der Skala C und schieben den Ldufer auf
2,5 in Skala C, so daB wir darunter in Skala LL3 den Wert 316 ablesen. SinngemdB
finden wir fir 15 = 5,56 und fir 0,759

(unter Ausnutzung der e~*-Skalen) = 0,866, ¢ I 25 ,
so daB unser Ausdruck lautet: D = = X
LL3 L ex
Abb. 8
Dopt = 2 - 102 i/————316 den wir Uber die mehrfache Division errechnen zu
opr 5,56 - 0,866°

4
Dopt = 2- 102 /64,8 .

Natirlich kénnten wir aus diesem Aus-
druck zweimal die Wurzel ziehen oder die

Wourzel logarithmisch berechnen. Eleganter  § L U X
ist auch hier die Anwendung der Exponen- |, . 284 648 e

tialskalen (s. Abb. 9). Wir stellen iber 64,8

in Skala LL3 die 4 in Skala C, verschieben  Abb. 9

den Ldufer auf 1 in Skala C und lesen

darunter 2,84 in Skala LL3 ab, dieses Ergebnis mit 2 multipliziert liefert uns

Dopt = 2,84 - 200 = 568 cm bzw. 5,68 m.
hopt finden wir in der schon beschriebenen Weise (s. Abb. 6) zu hopt = 39,4 m.

Entsprechend bestimmen wir fir
sm = 0,56 cm und fiir sq = 15,4 cm,
so daB wir das Gewicht ermitteln zu:
G = 61 Mp
Zu 23
D2 .
Mit dem Ansatz: G = (D ~a-h-sm+ o T Sq) yg erhalten wir:

4

2

Dopt = 2“/#}—':—— Setzen wir die Werte ein, so erhalten wir den Ausdruck:
72 - G701 * Sa

4

Dopt = 2 - 103 /0,1268 -

10.598 -0.1x
Fir das Ausrechnen der Wurzel benutzen  LLo2 L
wir die e X-Skalen (s. Abb. 10). Wir stellen  LLos 75 e
mit Hilfe des Ldufers unter 0,1268 in A x?
Skala LL03 die 4 in Skala C, verschieben B ’;’
den Ldufer auf die ,,10° in Skala C und B! X2
lesen dariber in Skala LL02 den Wert K x3
0,598 ab, den wir mit 2 - 103 multiplizieren, © o x
so daB wir fir it 1
Dopt = 1194 cm bzw. 11,94 m erhalten; g 4 Im g
hopt erhalten wir iiber die frilher gezeigte _— :

Einstellung zu hopt = 1120 cm bzw. 11,2 m.
VE - hopt~ Dopt __ 1,0 - 1120 - 1194
4 - o7yl 108 - 4.103

= 0,334 cm. und dem vorgegebenen Wert

Mit sm =
D2
sa = 0,8cm erhalten wir G = (D -7t hopt * sSM + v 7T Sq) 7B

2
G= (1194 ~7-1120- 0,334+£Zin~ 0,8) 7,8-10-6=19,04 Mp
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ARISTO-Neuheiten
Dipl.-Ing. R. Jdger

Immer wieder erreichen uns Bitten, diese oder jene Funktion als Schablone zu fer-
tigen. Als Ergebnis vieler Uberlegungen stellen wir jetzt ein neues Zeichengerdt mit
mehreren Funktionen vor. Am meisten verlangt wurde die Einheitsparabel, die sich
wegen ihrer schlanken Form nicht in die ARISTO-Konika einbauen lieB. Wir suchten
nach einer Losung, bei der die Einheitsparabel und die Funktionen Sinus und Tangens
sinnvoll vereinigt sind.

Gleichzeitig suchten wir nach einem neven Weg, die Handhabung beim Anlegen und die
Zeichentechnlk zu verbessern. Bei der Zeichenschablone ARISTO-FX 5012 ist die zentral
angeordnete Einheitsparabel y = x2 ausgeschnitten und kann somit in einem Zuge
besser gezeichnet werden. Die Innenfilhrung des Bleistiftes ist bei der starken Krim-
mung im Scheitelpunkt wesentlich sicherer als bei einer AuBenfithrung.

Der Brennpunkt und die Leitlinie sind
durch Bohrungen markiert. Im Bereich
X = + 3 sind die vollen Zentimeterwerte
fir y durch kurze Striche markiert und
beziffert. Das ist bei Konstruktionsaufgaben
nitzlich. Um diese Parabel sind weitere Kur-
ven, ein MillimetermaBstab und ein z-MaB-
stab angeordnet.

Die Sinuskurve y = sin x ist bis 3z ver-
ldngert, damit sie auch zur Zeichnung von
y = cos x mit einmaligem Anlegen aus-
reicht. lhre AuBenkante ist gegeniber der
Bezugslinie um Bleistiftdicke zuriickverlegt,
damit die exakte Kurve in einem Zuge ge-
zeichnet werden kann. Das gleiche gilt fir
die Tangensfunktion y = tan x, Als Ab-
rundung dieser Zeichenschablone ist die
Funktion y = 1/x eingebaut,

Eine gelbe Hinterlegung kennzeichnet die
Einheitsparabel, die Sinusfunktion und die
Tangensfunktion und dient zugleich zum
leichteren Auffinden des transparenten Zei-
chengerdtes.

Da diese Schablone mehrere Funktionen der ‘
Form y = f (x) enthélt, haben wir sie Funk- Funktionenzeichner ARISTO-FX 5012
tionenzeichner ARISTO-FX 5012 genannt.






